CORRECTION

Mathématiques pour les Sciences de la Vie
Contréle Terminal - Session 1 - 14 janvier 2025 10h
Durée 120 minutes - Tous documents autorisés

Instructions
Ce formulaire sera analysé par lecture optique, toute in- — Pour corriger effacez la case avec du correcteur
tervention manuelle rendue nécessaire par le non-respect blanc (ex. Tipp—EX®).

des regles ci-dessous introduira un délai dans le traite-
ment de votre copie et sera susceptible d’étre sanctionnée
par un retrait de points.

— N’inscrivez rien dans ’en-téte ou dans les marges
des pages.

) ) . .
— Pour sélectionner une case, remplissez la intégra- Il n’y a qu’une réponse juste pour chaque ques-

lement au stylo & bille en noir : 0 — H. tion.
— Ne pas utiliser de crayon & papier. — Une réponse fausse donne des points négatifs.
Identité
Renseignez les champs ci-dessous et codez verti- Udo Co (o o Clo Co [o [o
calement votre numéro d’étudiant ci-contre. Oy [ [ O O a1 e

2 M2 2 Cl2 2 2 2 2
03033 I3 [I3 13 [13 [13
Nom et Prénom : [Ja [Ja [Ja (4 [Ja (4 (4 [a
................................................ s 5 5 15 15 [15 [15 5
[Je [Je [16 [1e [16 16 [16 [16

Numéro d’étudiant : .........ccveiiiiirnennnn. (7 O7 7 O7 O7 O7 Q7 O7
s s I8 I8 [Is I8 [18 [I8

o9 e [e (19 [19 19 [[19 [9

Partie 1

ES ANTICORPS sont des acteurs fondamentaux de la réponse immunitaire qui, en se fixant aux
L pathogenes extra-cellulaires, participent activement a leur élimination. Pour cette raison, la
détection dans le sang d’anticorps neutralisants contre un antigéne est souvent considérée comme
le signe d’une protection immunitaire efficace. C’est le cas pour la réponse induite par des vaccins,
pour lesquels la présence ou ’absence d’anticorps apres plusieurs mois ou années est par exemple
souvent utilisée pour évaluer la durée de la réponse immunitaire vaccinale.

A DYNAMIQUE de la concentration en anticorps suivant la vaccination, y(t), peut étre modélisée
L (de maniere simplifiée) par 'équation différentielle suivante :

Yy =—ay+ f(t) (1)

o y' est la dérivée premiére de y(t) par rapport au temps,%7 f(t) Vintensité a un instant ¢ de
la stimulation de la production d’anticorps par le vaccin et a est un parametre strictement positif
représentant le taux de décroissance des d’anticorps en absence de stimulation. Pour f(¢) deux
phases sont distinguées. Durant la premiere phase, dite de stimulation, qui dure entre t = 0 et t = ¢,
l'intensité de la stimulation est strictement positive et suit une parabole d’équation f(t) = kt(to—t).
La stimulation s’arréte a to, pour ¢ > tg on aura alors f(t) = 0. Le parameétre ¢y représente donc
la durée de la phase de stimulation de la production d’anticorps et k est un parametre strictement
positif affectant 'intensité de la stimulation.
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U FINAL, ’évolution de la concentration en anticorps au cours du temps peut étre résumée par
les deux équations suivantes :

Pour t <to : y' = —ay+ kt(to — t) (2)
Pour t >t : y = —ay (3)
Question 1 Parmi les équations (2) et (3) la ou lesquelles sont des équations différentielles

linéaires & coefficients constants ?

[ Aucune des deux [] L’équation (3)
[] L’équation (2) B Les deux

ON S’ INTERESSE dans un premier temps & la dynamique de la réponse en anticorps durant la
premiére phase, c’est a dire quand t < tg.

Question 2 Pourquoi est-il indispensable de commencer par résoudre 1’équation (3) méme si
on s’intéresse a ’équation (2) 7
[] Parce que (2) est ’équation a coefficient constants associée a (3)

[] Parce que (3) est ’équation a coefficient constants associée a (2)

)
)

(

3)
B Parce que (3) est ’équation sans second membre associée a (2
[] Parce que (2) est ’équation sans second membre associée a (3

Question 3  La solution de I'’équation (3) est de la forme y3 = Ae™X* ou A est une constante
réelle quelconque strictement positive. Que vaut K ?

O —a Ol o= M

a a

Question 4  L’équation (2) admet une solution de la forme d’un polynéme du second degré :
yo = ct? + dt + e avec ¢, d et e des constantes réelles. Que vaut c?

Ok O k+2 [ Oz

Question 5  Pourquoi ne suffit-il pas de déterminer yg pour avoir la forme générale de la solution
de 'équation (2)?

[] Parce que d’autres fonctions y vérifient ’équation (3)

W Parce que d’autres fonctions y vérifient I’équation (2)

[] Parce que ys vérifie aussi I’équation (2)

[] Parce que ys vérifie aussi I’équation (3)

La forme générale de la solution de ’équation (2) est alors donnée par :
yo = Ae Kt fct> +dt+e
avec les valeurs de K, ¢, d et e calculées aux questions 3 et 4.

Question 6  Sachant qu’a t =0 il n’y a pas d’anticorps, que vaut A ?

Oe Oec+d | e Od

Question 7 Quelle est la moyenne de yo entre t =0 et t =1y ?

WL (LA — e K0) 4 Lot + Ldid + eto) O & (A — e 57) +cto + dto + e)
] %(%Ae_mo + cto + dto + e) O %(%Ae_Kto + gty + 3dtf + eto)

N S’INTERESSE maintenant & la diminution de la concentration en anticorps au cours du temps
durant la deuxiéme phase, c’est a dire quand t > ty. On note Cj la concentration en anticorps
at=t.
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Question 8  Quelle est la solution de 1’équation (3) qui vérifie y3(to) = Co?

D (CO o K)efK(tfto) . CoefK(tfto)
] Coe K1 [0 (Cy — K)e Kt

Question 9  Cette fonction

[ admet un point d’inflexion H est convexe
[ admet plusieurs points d’inflexion [] est concave

Question 10  D’apreés la limite de y3(¢) quand ¢ tend vers plus l'infini, on en déduit que, sans
rappel vaccinal, apres un certain temps

[] la concentration en anticorps augmentera indéfiniment, et cela a du sens biologiquement

W !'individu vacciné n’aura plus d’anticorps

[] Iindividu présentera une concentration en anticorps plus basse qu’a tg mais qui se stabilisera

[] la concentration en anticorps augmentera indéfiniment, il doit y avoir un probléme dans le
modele

Comme application numérique, nous prendrons Cy = 1000 unités/mL, K = 0.1 et {; = 1 mois.

Question 11  En quelle unité s’exprime le parametre K ?
[] L/unités [] mois B nois™! (] unités/L

Question 12 Sachant que 'immunité reste efficace tant que la concentration en anticorps est
supérieure ou égale & Cyin = 10 unités/mL, & quelle valeur de ¢ la personne vaccinée ne sera plus
immunisée 7

[J environ 25 ans [l environ 47 mois
[J environ 25 mois [J] environ 47 ans
Partie 2

ES chercheurs souhaitent tester I’apport d’une seconde dose sur la réponse en anticorps induite
D par le vaccin contre un virus. Ils recrutent alors 200 volontaires dans la population francaise
agée de 60 a 75 ans, le vaccin étant prioritairement envisagé pour cette classe d’age, qui sont
répartis dans deux groupes. Les individus du groupe 1 regoivent une unique dose de vaccin, et ceux
du groupe 2 en recoivent deux doses.

Question 13  Avec 200 volontaires peut-on obtenir un échantillon aléatoire simple de la popu-
lation ?
[] Non car 200 personnes ce n’est pas assez pour étre représentatif de la population
Il Non car les personnes qui se portent volontaires ne sont pas un échantillon représentatif de
la population la population francaise agée de 60 a 75 ans
1 Oui

[] Non car avec autant de personnes il y en aura forcément qui se connaissent

HEZ les 200 individus, les chercheurs ont mesuré un indicateur du titre en anticorps, deux mois
C apres leur derniére injection (variable Y, exprimée dans une unité arbitraire — différente de
celle de la partie 1, que nous noterons UA/mL). Les résultats de cette étude sont résumés dans le
tableau ci-dessous :

Doses 1 2

n; 100 100
SV 423,12 548,57
> Yi2 1971,3 3166,3
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Question 14  Donnez une estimation de 1’écart type de la concentration en anticorps dans le
groupe 1

1,12 ] -1,42 W13 ] 2,74

Question 15  Quel test permet d’évaluer I'impact du nombre de doses sur la réponse en anticorps
(taux d’anticorps moyen) induite par le vaccin ?

B Le test d’homogénéité de deux moyennes O Le test du x? d’ajustement
[J Le test d’homoscédasticité [ Le test de conformité d’une moyenne

Question 16  Quelle sont les conditions d’application indispensables a vérifier pour ce test ?

[ Représentativité, indépendance (ou échantillon aléatoire simple), normalité, homoscédasticité

[ Représentativité, indépendance (ou échantillon aléatoire simple), effectif total > 50, effectifs
théoriques > 5

[ Représentativité, indépendance (ou échantillon aléatoire simple), normalité

B Représentativité, indépendance (ou échantillon aléatoire simple)

Question 17  Que vaut la valeur absolue de la statistique de ce test ?
15,12 W 6,79 17,85 ] 4,69
Question 18  Quel en est la valeur seuil (test bilatéral), au risque d’erreur « =5 %?
12,32 W 1,9 ] 3,81 11,64

Question 19  Quelle conclusion statistique est correcte ?

[ Hg est acceptée avec un risque d’erreur associé [ inconnu
[ Hg est rejetée avec un risque d’erreur associé 3 inconnu
[] Hg est acceptée avec un risque d’erreur associé o =5 %
B H, est rejetée avec un risque d’erreur associé a = 5 %

Question 20  Quelle est la conclusion biologique la plus adaptée a cette étude ?

[] ’administration d’une seconde dose conduit a diminuer significativement le taux d’anticorps
moyen produits

[ L’administration d’une seconde dose ne change pas le taux d’anticorps moyen produits

[ L’administration d’une seconde dose ne change significativement pas le taux d’anticorps pro-
duits

B L’administration d’une seconde dose permet de modifier significativement le taux d’anticorps
moyen produits

U NIVEAU du protocole, les chercheurs ont fait les deux choix suivants. D’abord, plutét que de

demander aux volontaires a quel groupe ils veulent appartenir, ceux-ci sont répartis au hasard

entre les deux groupes. Ensuite, les chercheurs leur cachent le nombre de doses qu’ils ont recu, en
injectant aux patients du groupe 1 une solution saline a la deuxieme injection.

Question 21 En quoi ces précautions sont-elles importantes ? Proposition a : « le choix du
groupe pourrait étre 1ié & des facteurs affectant lefficacité du vaccin (par exemple des expériences
positives ou négatives & des vaccins antérieurs). » Proposition b : « le fait de savoir combien de doses
ils ont regu pourrait avoir un impact psychologique modifiant le niveau de la réponse immunitaire. »

[ Seule b est vraie [ Seule a est vraie
[ a et b sont fausses W a et b sont vraies
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Partie 3

N AUTRE GROUPE de chercheurs souhaite comparer, pour deux vaccins contre un méme virus,

la fréquence de réaction cutanée séveres au niveau du point d’injection. Pour le premier

vaccin, 12 % des personnes vaccinés présentent des réactions séveéres, contre seulement 8 % chez les

personnes ayant recu le second vaccin. Dans la population, 62 % des personnes ont recu le premier
vaccin, 27 % le deuxiéme vaccin et les autres n’ont pas été vaccinées.

Question 22 Quel pourcentage de la population a regu un vaccin ayant induit une réaction
cutanée sévere ?

10 % W96 % O 8,7 % 58 %

Question 23  Un individu a développé une réaction cutanée sévere suite a sa vaccination, mais
il ne se rappelle plus quel vaccin on lui avait administré. Quelle est la probabilité que ce soit le
premier vaccin qu’il ait requ ?

1 69,7 % 62 % 012 % W 775 %

Question 24  Les variables « Vaccin regu » et « Réaction cutanée » sont-elle indépendantes ?

[] Parfois ] Souvent Il Non 1 Oui

Partie 4

N DERNIER groupe de chercheurs essaie d’évaluer s’il y a un « effet famille » dans la réaction
U cutanée a un vaccin. Dans ce but, ils ont considéré 150 familles dans lesquelles 4 enfants
exactement ont été vaccinés en méme temps par le vaccin. L’idée est que, si il y a un « effet
famille », les enfants d’'une méme famille devraient avoir des réactions plus similaires au vaccin que
des enfants issus de familles différentes.

ANS ce but, les chercheurs ont classé les réactions au vaccin en deux groupes d’intensité de
D réaction cutanée : pas de réaction ou réaction faible (groupe « réaction basse ») ou réaction
élevée ou sévere (groupe « réaction haute »). Dans chaque famille de 4 enfants, ils ont mesuré la
variable X « nombre d’enfants de la famille ayant développé une réaction haute ». Les résultats de
cette expérience sont donnés dans le tableau ci-dessous :

X 0 1 2 3 4
Effectifs observés | 24 | 36 | 42 | 29 | 19

DANS un premier temps ils ont vérifié que l'intensité de la réaction cutanée dépendait peu ou
pas de I’age des enfants.

Question 25  Sachant que dans la plupart des familles les quatre enfants ont des dges différents,
quelle hypothese fondamentale de la loi binomiale ne serait pas satisfaite si 'intensité de la réaction
dépendait de I’age ? Proposition a : « que toutes les répétitions du processus de BERNOUILLI aient
la méme probabilité de succes ». Proposition b : « que toutes les répétitions du processus de
BERNOUILLI soient indépendantes. »

[IJnianib Ob [Jaethb Ha

DANS un second temps, afin d’évaluer 'existence d’un « effet famille » sur la sensibilité au vaccin,
ils ont décidé de réaliser un test d’ajustement & une loi binomiale sur ce jeu de données.

Question 26  Quelle est 'hypothese nulle du test ?
[ X ne suit pas une loi binomiale avec n =4 et p = 0,5
[ X suit une loi binomiale avec n =4 et p = 0,5
[J X ne suit pas une loi binomiale avec n = 4 et p inconnue
I X suit une loi binomiale avec n = 4 et p inconnue
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Question 27  Dans le cas ou les individus d’'une méme famille auraient tendance & avoir des
réactions au vaccin similaires, comment sont censés étre les effectifs observés par rapport aux
effectifs théoriques ?

[] Les effectifs observés devraient étre égaux aux valeurs théoriques

B Les effectifs observés devraient étre plus élevés pour les valeurs extrémes de X (0 et 4)

[] Les effectifs observés devraient étre plus faibles pour les valeurs extrémes de X (0 et 4)

[] Les effectifs observés devraient étre égaux aux valeurs théoriques, aux fluctuations d’échan-
tillonnage pres

Les valeurs théoriques de X sont données dans la table suivante :

X 0 1 2 3 4
Effectifs observés | 11,68 | 41,47 | 55,89 | 33,26 | 7,43

Question 28 La statistique du test vaut 35,81. Quelle est la valeur seuil de cette statistique,
au risque d’erreur o« =5 % ?

W 7315 ] 5,991 ] 11,07 ] 9,488

Question 29 En lien avec les prédictions que vous aviez faites a la question 27, pensez-vous
que ce test a permis d’établir un « effet famille » dans la réaction au vaccin avec un risque d’erreur
raisonnable ?

Bl Non, car méme si Hy a été rejetée avec une statistique observée compatible avec I’hypothese
d'un « effet famille », d’autres hypothéses pourraient étre invoquées (comme un effet de
Penvironnement de la famille et non de la famille en tant que telle)

[] Oui car Hy a été rejetée

[] Non, car méme si Hy a été rejetée avec une statistique observée compatible avec I’hypothese
d’'un « effet famille », le risque d’erreur associé a cette conclusion, 3, est inconnu

[] Oui car Hy a été rejetée, avec une table observée compatible avec 'hypotheése d'un « effet
famille »

- Fin du sujet -



