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Le modA~le proies-prA@dateurs de Lotka-Volterra

Dynamique des populations de proies et prA@dateurs sans interactions

Les prA@dteurs P

@ croissance logistique, o dA@Q©croissance
paramA~tres r et K. exponentielle, paramA “tre

Po
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Les A@©quations du modA~le

Le modA~le proies-prA@dateurs de Lotka-Volterra

Les interactions proies-prA@dateu rs

Si les dA@pIacements de proies et prA@dateurs se font au
hasard, alors le nombre de rencontres entre proies et prA(C)dateurs
est proportionnel au produit NP.

S

@ Reproduction A la vitesse
BNP.

o (3 caractA@rise le
rendement des attaques en

termes de reproduction des
/ prA(C)dateurs.

@ Consommation A la vitesse
aNP.

o a caractA©)rise
I'efficacitA(C) des attaques
des prA(C)dateurs.
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Le modA~le proies-pr,&@dateurs de Lotka-Volterra

Les A@quations du modA“le

Onale systA"me de deux EDO du premier ordre suivant :

dN N
=rN <1—K> — aNP

dt
dP
— = —uP NP
i pP+
~ N P
Dans le plan (N, P), on peut AC)tudier le signe de CiTt et (th
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Portrait de phase

. dN
Signe de =

~ - N
L'A©volution du nombre de proies dA(C)pend du signe de LiTt

dN N
N
— N<rrKozP>>0
r N
<— P —(1—-—
<t(1-%)
dN N
dtzOpourN:OetP:;<1K>.
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. dP
Signe de -

L'A©volution du nombre de prA@dateurs dA©)pend du signe de

ar
dt P
E>O <~ —uP+ GNP >0
< P(BN—-—p)>0
7]
<~ N>~
B
P
(zt:OpourP:OetN:g.
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. dN
Signe de =

r/a
o <«

dN/dt<0

dN/dt>0
—>
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1P

y
Si de —
igne de —

dP/dt<0

. l

dP/dt>0

T

u/g

http://pbil.univ-1lyonl.fr/R/enseignement.html Analyse des systA~mes dynamiques dans R?


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systA”“mes dynamiques dans R
Introduction : le modA~le proies—pri\ ateurs de Lotka-Volterra

Portrait de phase

Portrait de phase

Vecteurs vitesse
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Evolution du systA”me

rla

u/B K
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Chroniques
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DA©finitions

Point d’A@©)quilibre

Soit un systA me dynamique d’EDO tel que

dx
vy _
o = 9@y
Un point d'A@quilibre de ce systA"me est un point (z*, y*) qui
vA(Orifie :
d
e - e =0
dt T=a*,y=y*
y * *
—_ g frd 0
= 9(z*, y*)

L=, Y=y*
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DA©finitions

Isoclines nulles

Soit un systA me dynamique d’EDO tel que

if = f(I,y)
&y
dt

= g(z,y)
Les isoclines nulles de ce systA"mes sont I'ensemble des points du
plan qui vVA(Q)rifient :
dx dy

Ezf(x,y)ZO ou Ezg(%y):O

d
Sur le portrait de phase, on parle d'isocline horizontale <d'7i = O>

) dz . . .
ou verticale <dt =0, selon la direction des vecteurs vitesses en

ces points.
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SystA”me planaire
DA@finition

Un systA"me d’EDO tel que

dx
Y

29 _ z,
7 9(z,y)

est un systA"me planaire si et seulement si

5 r g oy egs) ] F@y) = ar+ Byt
(047/8’770‘757’7)6 |{g(x7y) _ o/a:—l—ﬁ'y—kv’
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SystA”me planaire
PropriA@tA©)

Si (z*, y*) est un point d'A@quiIibre d’un systA“me planaire, on
effectue le changement de variable z = 2* +u <— u=2 — 2~
ety=y"+v <= v=y—y*

%:if:f(x*+uyy*+v)
gv—gy—g(x*—i-u y*+ )
dt di ’
Soit 4
d—?—au+5v
d
d—;}:a'u—i—ﬁlv
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SystA”me planaire
PropriA@tA©)

Pour tout systA me planaire, il existe un systA”me planaire
A©aquivalent s’A(C)crivant aj1, a12, az1, aga

du .

— = anu a19v
ot 11 12
dv 4

— = au a9V
ot 21 22

Pour I'A@tude des systA”mes non planaires, nous utiliserons un
dA@veIoppement de Taylor du premier degrA@ pour nous placer
dans un systA"me planaire A@quivalent au voisinage des points
d’A©@quilibre.
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SystA”me planaire

Ecriture matricielle

Soit un systA me planaire du type

du 4

— = au a19v
o 11 12
dv 4

— = a1 U a9V
o 21 22

Ce systA 'me est A@quivalent A I’A@criture matricielle
X = MX avec

M:<a11 a12> ot X:(“)
a1 a2 v
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SystA”me planaire

Ecriture matricielle

Soit un systA"me planaire du type

du n

— = anu a19v
o 11 12
dv 4

— = anu a9V
a 21 292

. a1 a12 3 u .
La matrice M = est appelA(C)e “matrice
( a1 a2 > ©

Jacobienne” du systA"me.
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Solutions des systA”mes d’EDO linA@©)aires (cas de 2 valeurs propres rA@)elles)

Equation caractA(©ristique

Soit un systA"me planaire du type admettant la matrice
Jacobienne
ail a
M — 11 @12
ag1 a2

Les valeurs propres de M sont les solutions de I'A@quation
caractA(Q)ristique

det(M —AI) =0 < =0

air — A a2
a1 aga — A

(a11 — A)(ag2 — ) — a12a22 =0
A2 — (a11 + ag2) X\ + (a11a22 — ag1ag) =0
A2 — Atr(M) + det(M) = 0

=
g
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Solutions des systA”mes d’EDO linA@©)aires (cas de 2 valeurs propres rA@)elles)

Equation caractA(©ristique

Soit un systA me planaire du type admettant la matrice
Jacobienne
M — < air  a12 >
a1 G22
La nature des solutions dA@©pend du discriminant de I'A@©)quation
caractA©)ristique A2 — Atr(M) + det(M) = 0

A = tr(M)? — 4 det(M)
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Les systA“mes planaires da

Solutions des sys!

oAM estlamatricedepassageconstitu(C) eparlesvecteurspropresdeMassoci

et Ao.
P— < P11 P21 >
P12 P22

M admet deux valeurs propres rA@elIes

tr(M) + VA tr(M) — VA
M=——"—— A= —
2 2
On effectue un changement de bases pour se placer dans une base
oAMestdiagonaleD = ( )E)l )(\) ) =P 'MP
2
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JAND(|

Alors, on pose

u w _ u w
=P =Pt
v z

On a alors

—p( Y optm( * ) =pimp (Y v
A ) v z
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T . 2
Les systA"mes planaires dans R“

Solutions des systA"mes d’EDO linA@©)aires (cas de 2 valeurs propres rA©)elles)

< "o > - ( s ) N+ Ky < e > ot

On a alors

W= \w w(t) = KjeM?
Z = Aoz 2(t) = Kye?!

eo () =r ()= () ()
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@ Les systA mes planaires dans R2

@ Exponentielles de matrices et formes de Jordan
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Exponentielles de matrices et formes de Jordan

Solutions de X = MX

Soit un systA me planaire du type X = MX, les solutions du
systA " 'me sont du type :

X(t) = eMiX,

oAleM est |'exponentielle de la matrice M dA@finie par :

o0
Mk
M _
€ —Zﬁa
k=0

0A'M? =T (la matrice identitA©)) et Xg est imposA©) par les
conditions initiales du systA"me.
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Exponentielles de matrices et formes de Jordan

PropriA@tA(©)s des exponentielles de Matrices

O Si A et B commutent (AB = BA), alors ¢ATB = ¢AeB,
Q SiB=—A, alors eAtB = ¢0 =T d'oAle ™ = (eA)_l.
© Si B est semblable A A (B = P~'AP), alors

eB =P leAP.

d
O Si B = At alors %eAt = At = eALA.
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Exponentielles de matrices et formes de Jordan

Formes de Jordan dans R?

Proposition

Soit A une matrice rA©elle carrA©e de dimension 2, alors il
existe une matrice rA(©elle inversible P telle que J = P"1AP est
de I'une des formes suivantes :

(M0 (X O
SCRYREECY
o )\0 1 . 04—5
=) =67

J est la “forme de Jordan” rA©elle associA@@e A A.

http://pbil.univ-1lyonl.fr/R/enseignement.html Analyse des systA~mes dynamiques dans R?


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2

Exponentielles de matrices et formes de Jordan

Formes de Jordan dans R?

=(38) - e (78

(5 0) = e () e
(50 ) e e () e ()
=5 ) = e ()
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@ Les systA mes planaires dans R2

@ Typologie des systA"mes planaires
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Typologie des systﬂ"mes planaires

Forme de Jordan associA@©@e A la Jacobienne

Soit un systA me planaire du type

du n

— = anu a19v
dt 11 12
dv n

— = anu a9V
o 21 292

Il existe une forme de Jordan rA@©elle J associA@©@e A la matrice

. ~ .. a a
Jacobienne du systA"me M = R
ag1 a2

J et M sont emblables donc J et M ont les mA®mes valeurs
propres.
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Typologie des syst»&"mes planaires

Forme de Jordan associA@©@e A la Jacobienne

Valeurs propres de la Jacobienne

ailr a2

Les valeurs propres de M =
ag1 a2

det(M — XI) = 0.

> sont les solutions de

det(M — AI) = 0
ain — A a2
a1 agy — A
(a11 — A)(ag2 — A) — ar2a21 =0
A2 — Xa11 + ago) + ar1a22 — apa91 =0

-0

1111

A2 — tr(M)A + det(M) =0
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Typologie des syst»&"mes planaires

Forme de Jordan associA@©@e A la Jacobienne

Equation caractA@ristique de la Jacobienne

Les valeurs propres de M sont les solutions de I'A@quation
caractA(Q)ristique

A2 — tr(M)A 4 det(M) = 0.
On distingue plusieurs cas selon le signe de

A = (tr(M))? — 4det(M).

Analyse des systA"mes dynamiques dans R?
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Typologie des syst»&"mes planaires

Typologie des systA "mes planaires
A > 0, M a 2 valeurs propres rA@elIes distinctes

@ On note Ay et Ay les valeurs propres de M.
iA U
@ Des vecteurs propres associA(C)s sont u; = ( u11 > ot
12
U21
Ug = .
( U22 )
: wi
@ La matrice de passage est P = ( 11 u21 )

U2 U222
A0
—1 _ _ 1
o P MP—J—( 0 )\2>
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Typologie des systﬂ"mes planaires

Typologie des systA”mes planaires

2 valeurs propres rA@eIIes distinctes positives

9 > 0 Noeud instable
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Les systA"mes planaires dans R2

Typologie des systﬂ"mes planaires

Typologie des systA”mes planaires

2 valeurs propres rA©elles distinctes nA©)gatives

9 < 0 Noeud stable
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Typologie des systﬂ"mes planaires

Typologie des systA”mes planaires

2 valeurs propres rA©elles de signes opposA©)s

9 < 0 Point selle
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Typologie des syst»&"mes planaires

Typologie des systA "mes planaires
A =0, M a 1 valeur propre double rA@elle

On distinque deux cas possibles :
Ao
0 X

dA©)jA sous sa forme de Jordan J = < )E)O )(\) )
0

O M est dJAQ)jA diagonale, M = < ) alors M est

@ M n’est pas dAQ)JA diagonale.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2

Typologie des systﬂ"mes planaires

Typologie des systA”mes planaires

1 valeur propre rA@eIIe double et M est diagonale

Ao > 0 Etoile instable
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2

Typologie des systﬂ"mes planaires

Typologie des systA”mes planaires

1 valeur propre rA@eIIe double et M est diagonale

Ao < 0 Etoile stable
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2

Typologie des syst»&"mes planaires

Typologie des systA "mes planaires
A =0, M a 1 valeur propre double rA@eIIe et n'est pas diagonale

@ On note \g la valeur propre double de M.

@ Un vecteur propre associA@ est ug = ( %1 ) et
2

m L
m = < ) est un vecteur non colinA(Caire A uy.
ma

o La matrice P = " ! permet de triangulariser M.
Up2 Mo

A c
1 o 0
P 1\/IP—(0 )\0)

oAlcestunr(©)elnonnul. PourtriangulariserM, onutiliseunenouveller

10
(027
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2

Typologie des systﬂ"mes planaires

Typologie des systA”mes planaires

1 valeur propre rA@eIIe double et M n'est pas diagonale

Ao > 0 Noeud dA@gA©NAQIrAQ) instable

>
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2

Typologie des systﬂ"mes planaires

Typologie des systA”mes planaires

1 valeur propre rA@eIIe double et M n'est pas diagonale

Ao < 0 Noeud dA@gA©n A@©) stable

—
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2

Typologie des syst»&"mes planaires

Typologie des systA "mes planaires
A < 0, M a 2 valeurs propres complexes conjugul\@es

@ Onnote \j2 = a £ i3, avec a = tr%vl) et g = —‘.

@ Des vecteurs propres associA@s A )\ et Ay sont
A(©galement complexes conjuguA(C)s, et on peut A(C)crire

u;2 =a+tib, oAla:< “ > et b= < b > sont des
’ an by

vecteurs rAQ)els de R

@ La matrice de passage est P = ( b @ )

b2 a
oP_lMP:J:<§ _f>
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2

Typologie des systﬂ"mes planaires

Typologie des systA”mes planaires

2 valeurs propres complexes conjuguA(©C)es

> 0 Foyer instable
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2

Typologie des systﬂ"mes planaires

Typologie des systA”mes planaires

2 valeurs propres complexes conjuguA(©C)es

< 0 Foyer stable

L —

/\
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2

Typologie des systﬂ"mes planaires

Typologie des systA”mes planaires

2 valeurs propres complexes conjuguA(©C)es
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2
Synthﬂ"se

Plan dAQ@taillAQ)

@ Les systA mes planaires dans R2

@ SynthA“se
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-

T . 2
Les systA"mes planaires dans R“

Synthﬂ"se

Soit un systA"me planaire du type

du n

— = anu a19v
o 11 12
dv n

— = anu a9V
a 21 292

Ce systA me est A@quivalent au systA"me X = MX,

oA'M estlamatriceJacobiennedusysBned(C)finieparM = ( le
21
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2
Synthﬂ"se

Typologie des systA mes planaires : synthA “se

Le type de point d’A@quilibre du systA “me dA@©pend du nombre,
du type (complexe ou rA@eI), et du signe de la partie rA@eIIe,
des valeurs propres de la matrice Jacobienne du systA"me M. Ces
valeurs propres sont solutions de I'A@quation caractA@ristique
de M,

A2 — tr(M)A + det(M) = 0.

On distingue plusieurs cas selon le signe de

A = (tr(M))? — 4det(M).
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2
Synthﬂ"se

Typologie des systA mes planaires : synthA “se
Cas A > 0.

Les valeurs propres de M sont

tr(M) = /(tr(M))2 — ddet(M)
2

Ao =

e Si det(M) > 0, alors /(tr(M))2 — 4det(M) < [tr(M)| et
et A2 sont du signe de tr(M). Le point d’A(C)quilibre est un
noeud stable ou instable.

e Sidet(M) < 0, alors \/(trgM))2 —4det(M) > [tr(M)| et Ay
et A2 sont de signes opposA(C)s. Le point d’A©quilibre est
un point selle.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2
Synthﬂ"se

Typologie des systA mes planaires : synthA “se
Cas A =0.

M possA"de une valeur propre double

@ Si M est diagonale, le point d’A@©)quilibre est une AQ@)toile
stable ou instable selon le signe de tr(M).

° SiNM nN'est pas diggonale, le point d'A@quiIibre est un nceud
dA©gA@NAQ©IrA(C) stable ou instable selon le signe de
tr(M).
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2
Synthﬂ"se

Typologie des systA mes planaires : synthA “se
Cas A < 0.

M possA“de deux valeurs propres complexes conjuguA@es

tr(M) | /[(r(M)? — 4det (M)
)\1 9 = + 1
’ 2 2
o Si tr(M) > 0, le point d’A@quilibre est un foyer instable.
o Si tr(M) < 0, le point d’A@quilibre est un foyer stable.
o Si tr(M) = 0, le point d’A@quilibre est un centre.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2
Synthﬂ"se

Typologie des systA mes planaires : synthA “se

Dans le plan (tr(M); det(M)), on peut reprA©)senter les
rA@©gions d’apparition des diffA©)rents types de points
d’A©quilibre.

Le discriminant de I’A@©@quation caractA@)ristique de la
Jacobienne M du systA”me est :

A = (tr(M))? — 4det(M).

. tr(M))2 .
La parabole d’A(©)quation det(M) = (tr(M))” dA©)limite les

rA©gions du plan 0A'A > 0 (sous la parabole) et A < 0 (au
dessus de la parabole).
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Les systA"mes planaires dans R2
Synthﬂ"se

Typologie des systA mes planaires :

a|qe3s pnaou

siqess
213u969p Pno)

a|qe3s 2|03

51qe3s Jakoj
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Analyse des systA”“mes dynamiques dans

Etude qualitative des systA"mes non li ires dans R>

Table des matiA~

@ Etude qualitative des systA”mes non linA©aires dans R?
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Analyse des systA”“mes dynamiques dans R
Etude qualitative des systA"mes non lin aires dans

Exemple : le modA~le proies—prﬂ@dateurs de Lotka-Volterra

Plan dAQ@taillAQ)

(3] Etude qualitative des systA”mes non IinA@aires dans R?
@ Exemple : le modA’le proies-prA(C)dateurs de Lotka-Volterra
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Analyse des systA”“mes dynamiques dans

Etude qualitative des systA"mes non lin
Exemple : le modA~le proies—prﬂ@dateurs de Lotka-Volterra

. )2
ires dans R

ModA e proies-prA@dateurs de Lotka-Volterra

Les A@quations du modA“le

Les A@©quations du modA”le sont :

dN N
— =rN|1—— ) —aNP
it < K> “
P

d = —uP + GNP

dt

Analyse des systA"mes dynamiques dans R?
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Analyse des systA”“mes dynamiques dans R
Etude qualitative des systA"mes non lin aires dans R?

Isoclines et points d’A@quilibre

Plan dAQ@taillAQ)

(3] Etude qualitative des systA”mes non IinA@aires dans R?

@ Isoclines et points d’A@quiIibre
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Analyse des systA”“mes dynamiques dans
Etude qualitative des systA"mes non linA@©aires dans R>
Isoclines et points d’A@quilibre

Isoclines nulles
Rappel

Soit un systA me dynamique d’EDO tel que

dx
gt
Y
- = 9y
Les isoclines nulles de ce systA mes sont 'ensemble des points du

plan qui vA@rifient :

dx

dy
E_f(xvy)_o ou E_g(xvy)_o
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Analyse des systA”“mes dynamiques dans

Etude qualitative des systA"mes non linA@©aires dans R>

Isoclines et points d’A@quilibre

Isoclines nulles

exemple

Dans le modA~le proposA@, les isoclines verticales vA@rifient

dN 0

=

dN
2 —0
dt

—
—

ou

K

N
N<7"—7;:(—OZP>:
N=0
P:r(KfN)

aK

Il existe deux isoclines verticales d’A©)quation N = 0 et

r(K —N)
P=—-
aK
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Analyse des systA”“mes dynamiques dans
Etude qualitative des systA"mes non linA@©aires dans R>

Isoclines et points d’A@quilibre

Isoclines nulles

exemple

Dans le modA “le proposA(©), les isoclines horizontales vA©)rifient

ar _
dt
%:O <~ —uP+pBNP=0
< P(—p+pN)=0
~— P=0
ou N:H

Il existe deux isoclines horizontales d’A@©)quation P =0 et N = %
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Etude qualitative des systA"mes non lin ires dans R>

Isoclines et points d’A@quilibre

DA©finitions

Point d’A@©)quilibre

Soit un systA me dynamique d’EDO tel que
dz
vy _
o = 9@y

Un point d'A@quilibre de ce systA"me est un point (z*, y*) qui
vA(Orifie :

dx

= = J@hy) =0
d T=T*,y=y*

dgt/ = g(z*,y*) =0
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Etude qualitative des systA"mes non lin

Isoclines et points d’A@quilibre

Points d'A©)quilibre

Les points d'A@quilibre sont A I'intersection des isoclines
horizontales et verticales. Dans le modA~le de proposA(C), il existe
trois points d’A©aquilibre :

N} =0
Ao { py =0
Pf=0
A1 T(K— *)
Py = ! Nf =K
1 oK — M
N;:%
A r(K —5)
Pj =
2 aK

Le point Ay n'existe que si K > %
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Etude qualitative des systA"mes non linA@©aires dans R>

Isoclines et points d’A@quilibre

Etude du systA"me au voisinage des points
d'A©quilibre

Changement de variable

Soit un systA me dynamique d’EDO tel que

d% = f(z,9)
@ = g(z,y)
dt - g 7y7

possA~dant un point d’A@quiIibre (z*, y*).
On introduit le changement de variable suivant :

v = x—zF
vo= Y-y
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Etude qualitative des systA"mes non linA@©aires dans R>

Isoclines et points d’A@quilibre

Etude du systA"me au voisinage des points

d’A©quilibre

LinA(©arisation au voisinage du point d’A@quilibre

On IinA@arise le systA"me au voisinage du point d’A@quiIibre en
utilisant un dA(C)veloppement de Taylor au premier ordre des
fonctions f et g

“:$Zf<$*=y*)+a%(z*y*) x_x*)+7£(x*y*) v=v)
. o 9
b=19=g(z*y")+ 32 T (z—2*) + 52 o) y— )

soit,
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Analyse des systA”“mes dynamiques dans R
Etude qualitative des systA"mes non lin aires dans R?

Jacobienne d’un systz\"me quelconque

Plan dAQ@taillAQ)

(3] Etude qualitative des systA”mes non IinA@aires dans R?

@ Jacobienne d'un systA"me quelconque
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R*
Etude qualitative des systA"mes non linA(Qaires dans R2

Jacobienne d’un systz\"me quelconque

Jacobienne d’un systA me quelconque

Soit un systA me dynamique d’EDO tel que

dx
Yy _

o = 9@y

La matrice Jacobienne de ce systA me est dA@finie par

of of

dr 9y
M =

99 99

or 0Oy
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Etude qualitative des systA"mes non linA@©aires dans R>

Jacobienne d’un systz\"me quelconque

Jacobienne d'un systA“me quelconque
Exemple du modA“le de Lotka-Volterra

Les A@quations du systA”me sont
. N
]erN(l—K> — aNP
P =—puP + BNP

La matrice Jacobienne de ce systA me est

ON 9N

ON 0P
M =

oP 9P

ON 0P
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Etude qualitative des systA"mes non linA@©aires dans R>

Jacobienne d’un systz\"me quelconque

Jacobienne d'un systA“me quelconque
Exemple du modA“le de Lotka-Volterra

Les A@©quations du systA"me sont

. N
]erN(l—K> — aNP
P =—puP + BNP

La matrice Jacobienne de ce systA me est

2rN
rfoszr? —aN

pgpP AN —p

M =
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Analyse des systA”“mes dynamiques dans R
Etude qualitative des systA"mes non lin aires dans R?
ThA@orA me de linA @ arisation

Plan dAQ@taillAQ)

(3] Etude qualitative des systA”mes non IinA@aires dans R?

o ThA@orA me de linA@©arisation
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-

Etude qualitative des systA"mes non IinAA’E'yaires dans R?
ThA@orA"me de Iinﬂ@arisation

ThA©)orA "me de linA©)arisation

ThA©orA"me de linA©)arisation

Soit un systA”me non linA@©aire X = ®(X) admettant un point
d’A©quilibre (z*, y*) et tel que det(A) # 0,
oAlAestlamatm’ceJacobiennedusys&zeaupomt(x y*). Alors, dans
un voisinage du point d’ A@qwllbre les portraits de phase du
systA"me X = ®(X) et de sa forme IlnA@arlsA@e U=AU
sont qualltatlvement A@quwalents sous rA@serve que le
systA“me linA@©arisA©) ne corresponde pas A des centres.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Etude qualitative des systA"mes non linA@©aires dans R>
ThA@orA me de linA @ arisation

ThA©)orA "me de linA©)arisation

Application au modAle de Lotka et Volterra (cas K > &)

On se place dans le cas oAlilezistetroispointsd’ ©) quilibreK > 0
La Jacobienne du systA"me est :

2rN
r—aP — ;{
M =

pgpP BN —p

—aN

Au point d’A@quilibre Ay = (0,0), la Jacobienne s'’A@Q)crit

0

On a det(My,) = —ru < 0 donc le point d’A@©)quilibre
Ay = (0,0) est un point selle.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Etude qualitative des systA"mes non linA@©aires dans R>
ThA@orA me de linA @ arisation

ThA©)orA "me de linA©)arisation

Application au modA“le de Lotka et Volterra

Au point d’A@quilibre A; = (K,0), la Jacobienne s'A@)crit

—-r —aK
MA1 - ( 0 ,BK — 1 )
On a det(My,) = —r(BK — p) <0 (car BK > p) donc le point
d'A(©quilibre A; = (K,0) est un point selle.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-

Etude qualitative des systA"mes non linA@©aires dans R>
ThA@orA me de linA @ arisation

ThA©)orA "me de linA©)arisation

Application au modA“le de Lotka et Volterra

On a det(My,) = aBN*P* > 0 et tr(My,) = —T’N% < 0 donc le
point d’ A@qmllbre Ay est un neceud, un nceud
dA@gA@nA@rA@ ou un foyer stable selon le signe de

A = (tr(Ma,))? — 4det(Ma,).
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Etude qualitative des systA"mes non linA(Qaires dans R2
ThA@orA me de linA @ arisation

Application au modA~le de Lotka et Volterra
Etude du signe de A

A

—~

tr(Ma,))? — 4det(M, )

Az
= (£N*)? - 4aBN*P*
= £ = }22%—405&0(—%)
— 8 = rd5+4(u-BK).

A est donc du signe de r5 +4(u — BK).

A(BK —p)Kp
"

A< = r<
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Analyse des systA“mes dynamiques dans
Etude qualitative des systA"mes non linA(Q)aires dan:
ThA@orA me de linA @ arisation

Application au modA~le de Lotka et Volterra

Portrait de phase au voisinage de A,

/ (—p)Kp

- S ABK-pKpB

,1 = nceud stable

= foyer stable r
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Analyse des systA”“mes dynamiques dans
Etude qualitative des systA"mes non linA ires dans R>
ThA@orA me de linA @ arisation

Application au modA~le de Lotka et Volterra

4(j?l\'—/:)1\'j?)

Portrait de phase (cas K > £ et r < m

rla

Ao u/B K

/pbil.univ-1yonl.fr/R/enseignement.html Analyse des systA“mes dynamiques dans


http://pbil.univ-lyon1.fr/R/enseignement.html

Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Etude qualitative des systA"mes non linA ires dans R>
ThA@orA me de linA @ arisation

Application au modA"!e de Lotka et Volterra

Chroniques (cas K > & et r < A ';“”‘

o
©
o _|
i
o |
e ¥
é g - proies
()
o _|
N
o _| prA©dateurs
—
o
T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350
temps
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-

Exemples classiques

Table des matiA res

@ Exemples classiques
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le de comp»&@tition interspﬂ@ciﬁque de Lotka-Volterra

Plan dAQ@taillAQ)

@ Exemples classiques
@ Le modA~le de compA(Qtition interspA(C)cifique de
Lotka-Volterra
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le de comp»&@tition interspﬂ@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

PrA@©)sentation du modA"le

On modA(@©)lise deux espA-ces 1 et 2 en compA(©)tition
@ Croissance logistique en absence de compA@tition

e Chaque individu de I'espA”ce 2 gA ne la croissance de
I'espA"ce 1 comme « individus de I'espA“ce 1.

° Chaq~ue individu de I'espA“ce 1 gA"ne la croissance de
I'espA~ce 2 comme 3 individus de I'espA“ce 2.
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Exemples classiques
Le modA~le de compA@tition interspl\@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

Les A@quations du modA“le

EspA"ce 1
dNy

dt
EspA~ce 2

dt
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques

Le modA~le de comp»&@tition interspﬂ@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA~le de compA@titjon interspA©)cifique

Isoclines nulles : isoclines verticales N1 = 0

On rA@soud Ny =0

Ny _

a
< 7’]_N1 (]. — 7]\]1—;(?]\[2) =0
<= N =0
ou 71"1}‘;”"2 =1
= Ny +aNy = K3
_ Ki—N
— Ny = ===

Il'y a deux isoclines verticales d'A©quation N; = 0 et
Ny = =M
o
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le de comp»&@tition interspﬂ@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

Isoclines nulles : isoclines horizontales No = 0

On raisonne par symA@trie (N1 <> Ny, Ky <> Ky, 11 <> 1p €t

a < B).

dNo _
a =0
<= No=0
ou Ny = K2 Ny

< NQ—KQ—ﬁNl

Il'y a deux isoclines horizontales d'A@quation Ny =0 et
No = Ky — BNy,
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Exemples classiques
Le modA~le de compA@tition interspl\@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

Portrait de phase

Ki/a

N,

Kz

Ky Ko/B

Ny
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Exemples classiques
Le modA~le de compA@tition interspl\@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

Portrait de phase : directions des vecteurs vitesse

Ki/a
z Ke A 1
L} (ﬂ
K1 Ko/B
Ny
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le de comp»&@tition interspﬂ@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

Points d’'A@©quilibre

Points d'A@quiIibres sur l'isocline verticale Ny =0
o Ny =0, un point d’A@quilibre Ay : (Nf (o) = 0; N3 gy = 0).

o Ny = Ky — N; un point d’A@quilibre

Ki—N1
«

@ Ny =0, un point d'/&@quilibre Ay (Nl*(z) = Kl;NQ*(Q) =0).
e Ny = Ky — BNp un point d’A@quilibre

. _ K Ko —BK;
Ag: (N} (g = =2, Ny ) = £a=000)

Points d’A©quilibres sur I'isocline verticale Ny =
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le de comp»&@tition interspﬂ@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

Points d’'A@©quilibre

Il'y a quatre points d’AQ©)quilibre

Conditions d’existence du point d'’ A@quilibre As

1—aBf >0 1—af <0
%>Ox ou %<a
B>B B <B
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le de comp»&@tition interspﬂ@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

Matrice Jacobienne

La matrice Jacobienne du systA me est

2N N
" <1 _ 1+0<2> _on
K
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le de comp»&@tition interspﬂ@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

StabilitA©) des points d’A©)quilibre

Au point d’A@quilibre A : (Nf gy = 0; N5’ () = 0), la matrice
Jacobienne s'A@©)crit

™ 0
M, =

Ag est un nceud instable.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques

Le modA~le de comp»&@tition interspﬂ@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

StabilitA©) des points d’A©)quilibre

Au point d’A@quilibre A; : (Nf (1) = 0; N3’ (1) = K3), la matrice
Jacobienne s'A@©)crit

o Si &1 < Ky, alors det(M7) > 0 et tr(M;) < 0, A; est donc
un pomt d’A©quilibre stable.

o Si &1 > K5, alors det(M;) < 0, A; est donc un point selle.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques

Le modA~le de comp»&@tition interspﬂ@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

StabilitA©) des points d’A©)quilibre

Au point d'A@aquilibre Ay : (N} (5, = Ki; N3 5, = 0), on raisonne
par symA@©)trie

- —Qanrm

0 2 (1—52)

o Si &2 < K, alors det(My) > 0 et tr(My) < 0, Ay est donc
un pomt d’A©quilibre stable.

0 Si &2 > K, alors det(M32) < 0, A est donc un point selle.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le de comp»&@tition interspﬂ@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

StabilitA©) des points d’A©)quilibre

Au point d'A@quilibre A : (N} 4 = K=0kz; Ny ) = K200

la matrice Jacobienne s'’AQ)crit :

! Kl Kl
M; =
Ko ? Ko
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le de comp»&@tition interspﬂ@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

StabilitA©) des points d’A©)quilibre

Au point d’A@quilibre A3 : (Nf 3) = Kl_O‘KZ s NS (3) = Kf_ggl),

la matrice Jacobienne s'A©)crit :

rLNT () ary NY ()

K K
M; =

,BrgNz*(S) r2N2*(3)

K K
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le de comp»&@tition interspﬂ@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

StabilitA©) des points d’A©)quilibre

7179 N 1oy N
det(My) = (1 - aff) ——- 9=

TlNl*(3) T2N2*(3)
K K
e Si (1 —ap) <0, alors A3 est un point selle.
o Si (1 —ap) >0, alors A3 est un point d’A©quilibre stable.

est du signe de (1 — af).

tI‘(Mg) = <0
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Exemples classiques
Le modA~le de compA@tition interspl\@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

Portrait de phase : cas oA'A; existe et 1 — af >0

Ki/a

N,

Kz

Ky Ko/B

Ny

Il'y a coexistence des deux espA“ces.
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Exemples classiques
Le modA~le de compA@tition interspl\@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

Portrait de phase : cas oA'A; existe et 1 — af <0

Kz

Ki/a

N2

Ko/B Ki

Ny

Il'y a exclusion mutuelle.
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Exemples classiques
Le modA~le de compA@tition interspl\@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

Portrait de phase : cas oA'A; n'existe pas et Ko > Ki/a

Kz

= Kl/u /’_/_(?—l

Ky Ko/B

Ny

L’espA"ce 2 exclut I'espA"ce 1.
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Exemples classiques
Le modA~le de compA@tition interspl\@ciﬁque de Lotka-Volterra

ModA"le de compA@)tition interspAC)cifique

Portrait de phase : cas OAlAg n’existe pas et K1 > K> /(8

Ki/a

N2

Kz

Kao/B Ky

Ny

L’espA"ce 1 exclut I'espA"ce 2.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Plan dAQ@taillAQ)

@ Exemples classiques

o Le modA~le A@pidA@miologique SIR
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

PrA@©)sentation du modA"le

Ce modA~le distingue trois classes d'individus selon leur
susceptibilitA(C) vis-A -vis d'une maladie contagieuse.
@ Les individus susceptibles S sont sains et peuvent Altre
contaminA(C)s.
o Les individus infectA(C)s I peuvent contaminer les individus
susceptibles.
o Les individus immunisA©s R ont AQAQ) infectA©)s et
sont immunisA(C)s quelques temps contre la maladie. lls
redeviennent ensuite susceptibles.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-

Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

Equations du modA~le

Les A©quations du modAle sont

as
— = —A]
i BIS +~R
dl
dR
L E—I/I—’}/R

Analyse des systA"mes dynamiques dans R?
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

InterprA@tation biologique

@ (IS est le terme d'interaction entre les individus susceptibles
et les individus infectA(©)s. C'est la quantitA©) d'individus
susceptibles devenant infectA(C)s par unitA(C) de temps dt.

o vl est Ia~quantitA© d'individus infectA©)s qui guA©)rissent
par unitA(C) de temps dt.

@ YR est la quaNntitA@ d'individus immunisA©)s qui perdent
leur immunitA(C) par unitA(C) de temps dt.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

Points d’'A@©quilibre

Sionnote N=S+1+R,ona
dN dS ~dI = dR

E_E—FE—FE:BIS_/BIS—F’YR_VR—FVI_VI:O
dN % . .
o= 0 <= N = Ny, on peut donc rA(©)duire ce systA"me

A un systA"me A deux dimensions S et I, on aura A tout
instant R=No— S5 — 1.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-

Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

Points d’'A@©quilibre

a5 _ (g_ 18
dt YR = BIS BI
dl v
Z =0 <— I =p3IS <— I=0 ou S=-—
dt vi=p B
I =~R
*®_y s R="I
dt \ Yy

Analyse des systA"mes dynamiques dans R?
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

Points d’'A@©quilibre

o [y =0= R)=0cet S§ = Np, tous les individus sont sains.

o Sf:%,Il*:NO—Rf—SfetR*:%Ifdonc
* 1%
Sl:g
I*:NO_%:’Y(/BNO_V)
P14t By +v)

v

pro 05 _ (BN —v)
T4+ B(v+v)

Ce point n'existe que si Np > 5
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

Isoclines nulles

En utilisant la relation Np = S + 1 + R,

( dS
— = —BIS+~vR
dt ds
i o ='W = 1) = (BT +7)8
— =pIS —vi =
dt dI
— =pIS —viI
dR dt
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-

Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

Isoclines nulles

dS_O
a Y(No—1I)—(BI+~)S =0
<
a I(BS —v)=0
dt
_ AN —1)
BT+
<
1%
I=0 ou S=-—
B
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R

Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA~le A@pjd,&@miologique SIR

Matrice Jacobienne du systA“me

dS

=y (No = 1) = (B +7)$ —BI -y —BS -~
=M=

i B BI 8BS —v

= BIS —vI

Analyse des systA"mes dynamiques dans R?
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-

Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

StabilitA©) des points d’A©)quilibre

Au point (S} = No; I7 = 0), la Jacobienne s'A@)crit
- —BNo—v
My =
0 ,BN() -V

tr(Mo) = —y + BNo — v et det(My) = —v(B8No — v)

det(Mo) >0 et tr(Mo) <0
A= (=v+BNy—v)
+4v(BNo — v)
= (—7—BN+v)?2>0
= (50 1) est un nceud stable.

det(Mo) <0
= (55 IF) est un point selle.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

StabilitA©) des points d’A@©)quilibre

No — ~
Au point (Sl* =2 = W) la Jacobienne s'A(Q)crit

BT B(y+v)

—BIf —v —BST -7
M, =
BI; 0

tr(Mp) = =8I —v <0
= (S7; I}") est stable.
det(M;) = I (BST +v) > 0
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

Portrait de phase, No > 5

No

v/p No
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

Portrait de phase, Ny > ‘j directions des vecteurs vitesse

No < Py
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

Portrait de phase, Ny > ‘ trajectoires

A 'A@quilibre If >0, Sf = % et Rf = No — If — SF.
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

Portrait de phase, No < 5

No

No v/B
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Exemples classiques
Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

Portrait de phase, Ny < ‘j directions des vecteurs vitesse

No < < <«

P
No v/B
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R

Exemples classiques

Le modA~le A©pidA©miologique SIR

Le modA“le A©)pidA@miologique SIR

Portrait de phase, Ny < ‘j trajectoires

No

— SN

ST~

L'infection ne se maintient pas dans la population.
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Pour aller plus loin

Table des matiA res

© Pour aller plus loin
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Pour aller plus loin

Le modA“le proie prﬂ@dateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Plan dAQ@taillAQ)

© Pour aller plus loin
@ Le modA~le proie prA(C)dateur de Lotka et Volterra, avec
croissance exponentielle des proies
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Pour aller plus loin

Le modA“le proie prl\@dateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Le modAle proie-prAC)dateur

Avec une croissance exponentielle des proies

Les A@©quations du modA"le sont

ﬂ:7"N—04NP
dt

dP

— = —uP + BNP
7 pP+ B
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Pour aller plus loin

Le modA“le proie prﬂ@dateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Isoclines nulles

T _o
ﬂ:7“N—ozNP
dt

P
(fi—t = —uP + GNP ou

T e
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Pour aller plus loin
Le modA“le proie prﬂ@dateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Isoclines nulles

ﬂ =rN — aNP
dt

dp
= — _uP+ BNP
i uP + 3

t
(—p+BN)=0

¢
= U U
Il

=
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-

Pour aller plus loin
Le modA~le proie prA@©dateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Points d'A©)quilibre

Les points d’A©quilibre sont A I'intersection des isoclines nulles.
Y.
N=0 B

P=0 p_"
o

Analyse des systA"mes dynamiques dans R?
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R
Pour aller plus loin

Le modA“le proie prl\@dateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Portrait de phase

Vecteurs vitesse

N rla P 1

u/g
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-

Pour aller plus loin
Le modA~le proie prA@©dateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Matrice Jacobienne du systA me

dN
— =rN —aNP r —aP —aN

dt

dP BP  —u+pBN
~ = —uP + 8NP
7 uP +

Analyse des systA"mes dynamiques dans R?
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Pour aller plus loin

Le modA“le proie prl\@dateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Matrice Jacobienne du systA"me
Au point d’A@quilibre N =0, P =0

r—aP —alN "
M — My =
BP  —u+ BN 0 —n
det(M) < 0 = le point (0,0) est un point selle.
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Pour aller plus loin

Le modA“le proie prl\@dateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Matrice Jacobienne du systA"me
Au point d'A@quilibre N* = 4, P* = £

fe"

r—aP —aN 0 —aN~*
M = My pe =
P  —pu+ BN BP* 0
det(M) = aBN*P* > 0 et tr(M) = 0 = la linAQ)arisation
prA@©)voit des centres.

Le thA@orA"me de IinA@arisation ne peut pas s'appliquer.
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Pour aller plus loin

Le modA~le proie prl\(@dateur de Lotka et Volterra, avec croissance exponentielle des proies

Evolution du systA"me

Le point d'A@quiIibre non trivial est un centre

rla

u/B
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Pour aller plus loin

La notion d'intﬂ@grale premiA “re

Plan dAQ@taillAQ)

© Pour aller plus loin

@ La notion d'intA@graIe premiAre
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Pour aller plus loin
La notion d'intﬂ@grale premiA “re

IntA©)grale premiA “re

Les solutions (N (t), P(t)) du systA"me vA@)rifient

dN
Cf—:rN—aNP N dN _ (r—aP)N
= —nP -+ BNP b (BN —p)P
o BN gy el e
N
=[5 = [ (G-
N P

= [N —puln(N)+aP —rn(P)=K

oAlK estuneconstantequelconque.
On note f(N,P) = SN — uIn(N) + aP — rin(P).
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-

Pour aller plus loin

La notion d'intﬂ@grale premiA “re

Graphe de la fonction f

Pour r=pu=0.1, et a =3 =0.01
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Analyse des systA“mes dynamiques dans R
Pour aller plus loin

La notion d'intﬂ@grale premiA “re

Evolution du systA"me

Les solutions suivent des courbes de niveau de f

—

o e NpJi

u/B
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-
Pour aller plus loin

Suggestion de lecture

Plan dAQ@taillAQ)

© Pour aller plus loin

@ Suggestion de lecture
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Pour aller plus loin

Suggestion de lecture

Suggestion de lecture
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R-

Pour aller plus loin

Suggestion de lecture

Suggestion de lecture

Number of predators (P)

Number of victims (V) rie
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Analyse des systf\"mes dynamiques dans R
Pour aller plus loin

Suggestion de lecture

Suggestion de lecture

Number of predators (P)

Number of victims (V)
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