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Introduction

Organisation du Cours

O Etude de fonctions.
Q Intégration
O Equations différentielles
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Introduction

Méthode d’'étude d'une fonction

O Domaine de définition.

Q Parité / Périodicité

O Etude des variations sur un intervalle approprié
o Dérivation

o Etude des limites aux bornes de I'intervalle
o Tableau de variation (avec limites et extrema).

Q Points d'inflexion (éventuellement).
Q Asymptotes obliques (éventuellement).

O Représentation graphique
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Définitions

Intervalle

a et b deux réels distincts, a < b.
o Intervalle ouvert : Ja,b[={z € R|a <z < b}
o Intervalle fermé : [a,b] = {z € R|a <z < b}

o Intervalles semi-ouverts (ou semi-fermés) :
[a,b[={z €eR|a <z < b}
la,b] ={z € R|a <z < b}
o Par extension avec 00 :
[a,+0[={z €R|a < z}
| —o00,al={z e R|z < a}
a et b sont les “bornes” de |'intervalle.
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Définitions

Voisinage d'un réel a

Définition : a € R, on appelle “voisinage de a" un
intervalle ouvert contenant a.

Exemple : Va € R, Ve > 0, l'intervalle |a — ¢, a + €]
est un voisinage de a.
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Définitions

Fonction réelle d'une variable réelle

Définition : Une fonction réelle f d'une variable réelle
est une transformation qui a tout élément = d’'une
partie (domaine) D C R fait correspondre un unique
élément de R, noté f(z) et appelé “image de z".

Notation :
f: D—=R
z > f(z)
D est le “domaine de définition de f", souvent noté
Dy.
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Définitions

Domaine de définition

Définition : Le domaine de définition Dy d'une
fonction f est I'ensemble des réels = pour lesquels il
existe une image unique de x par la fonction f.

Dy ={zeR|3y eR,y=f(z)}

Exemple :
1
: — —_—
U x—1
Dy ={zeR|z—-1>0}
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Définitions

Image du domaine de définition

Définition : L'image du domaine de définition Dy par
une fonction f, notée f(Dy) est I'ensemble des réels
y pour lesquels il existe au moins un antécédent x
par la fonction f.

f(Dy) ={y €R|3z € Dy, y = f(z)}
Exemple :

1
z—1
Dy =]1, 00|
f(Dy) =0, +00]

f:x—
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Définitions
Graphe d'une fonction
Le graphe d'une fonction f dans un repére cartésien (Oz, Oy) est

I'ensemble des points de coordonnées (z, f(x)) avec x € Dy.

8

: —
frw r—1
2
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Opérations sur les fonctions

Opérations

[ et g deux fonctions réelles définies sur D, et Dy.
o Produit : (fg)(z) = f(z)g(z)
o Somme : (f + g)(z) = f(z) + g(z)

o Inverse : G) () =

)
Dy = {a € Dy |f(x) £ 0}

e Composition : (f o g)(z) = f(g(z))
Dfog—{l"ED | g(z)
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Opérations sur les fonctions

Opérations

[ et g deux fonctions réelles définies sur D, et Dy.

@ Quotient : ]_c .’E:f(x)
Quotient g (=) 9(z)

Ds = {x € (D} 1 Dy) lg(x) #0)
o Multiplication par un réel : Vo € R, (af)(z) = a X f(z)

Doy = Dy
°o (—f)(x) = —f(x)
D_; = D;
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Opérations sur les fonctions

Composition de fonctions

[ et g deux fonctions réelles définies sur D, et Dy.

(fog)(z) =f(g(z))
Diog = {2z € Dy| g(x) € Dy}

DQL’E

(i) —s(o[)
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Opérations sur les fonctions

Fonction réciproque

f une fonction réelle définie sur I telle que f(I)=J

o f admet une fonction

réciproque s'il existe une 8
fonction g : J — [ telle que
fog=1Idretgof=1Id;. *]
o g est notée f1 2 4
Exemple : .
o]
fro= -

flrym i+ s
2 Les graphes sont symétriques par

rapport a la premiére bissectrice.
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Parité, périodicité

Parité : fonction paire

Soit f : Dy — R une fonction réelle d'une variable réelle.

f est paire si et seulement si
o Vr € Df, (—.’L‘) € Df
o Vz € Dy, f(—z) = f(x) N

Le graphes est symétrique par
rapport a |'axe des ordonnées.

Exemple : f(z) = 2?
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Parité, périodicité

Parité : fonction impaire

Soit f : Dy — R une fonction réelle d'une variable réelle.

60

f est impaire si et seulement si
o Vx € Df, (—.’L‘) € Df

o Vz € Dy, f(—x) = —f(z)

40

20 4

Le graphes est symétrique par ~20
rapport a l'origine du repeére.

_40 4
3

Exemple : f(z) =z 60
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Périodicité

Soit f : Dy — R une fonction réelle d'une variable réelle.

f est périodique de période p si
et seulement si

o Vz € Dy, (x+p) € Dy

o Vz € Dy, f(x+p) = f(z)
Exemple : f(z) = cos z est paire
et périodique de période 27
Vz € R, cos(z + 27) = cos

http://spiral.univ-1lyonl.fr/mathsv/ MathSV-B


http://spiral.univ-lyon1.fr/mathsv/

Généralités

Variations d’une fonction

Plan détaillé

@ Généralités

@ Variations d'une fonction

http://spiral.univ-1lyonl.fr/mathsv/ MathSV-B


http://spiral.univ-lyon1.fr/mathsv/

Généralités

Variations d’une fonction

Fonction croissante

Soit f : Dy — R une fonction réelle d'une variable réelle.

est croissante sur I C Dy si et
f

seulement si ]
o V(a,b) eI’ a<b= 20
Fa) < S0)
f est strictement croissante sur o
I C Dy si et seulement si 10
o V(a,b)el? a<b= .
fla) < f(b).
Exemple : f(z) = 22 est 01

strictement croissante sur [0, 5[.
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Variations d’une fonction

fonction décroissante

Soit f : Dy — R une fonction réelle d'une variable réelle.

[ est décroissante sur I C Dy si
et seulement si
o V(a,b) eI’ a<b=
f(a) = f(b).
f est strictement décroissante sur
I C Dy si et seulement si
o V(a,b)el? a<b=
f(a) > f(D).
Exemple : f(z) = 22 est
strictement croissante sur [—5, 0[.
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Variations d’une fonction

Taux d'accroissement

Soit f : Dy — R une fonction réelle d'une variable réelle. Soit
(a,b) € D? a < b.

Le taux d’accroissement de f 54
entre a et b est N
A _ (D)~ f( |
Ay b—a o A,
Exemple : Le taux 27
d’accroissement de f(z) = 22 N
entre 1 et 2 est 3. By
A _J@-ih _a-1 N
Az 2—-1 2—-1 0 1 3 3 4
X
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Limites finies [

Limite finie en ¢~ (en a™)

Soit f une fonction définie sur un domaine Dy C R, et a € R.
f admet une limite finie [ € R a gauche en a si et seulement si

@ a € Dy ou a est une borne de 4
Dy. N
o Lorsque z — a~, f(z) — 1 g
Mathématiquement, ces conditions E °
s'écrivent S
Ve > 0,36 > 0,
(z €la—é,a[=f(z) €[l —¢e,l+¢]) i P P P
On note alors x
lim f(z) =1 Ex : f (z) = 2% sin(100z)
T—a~

qu’'on regarde sur [—2,0].
Par analogie, on définit la limite en a™.
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Limites finies [

Limite finie en a

Soit f une fonction définie sur un domaine Dy C R, et a € R.
f admet une limite finie [ € R en a si et seulement si

oSiac Df, 1
lim f(z)= lim f(z)=f(a)=1. 05 |
T—a— z—at

o Si a ¢ Df,

X?sin(100x)
°
2

lim f(z)= lim+f(:1;) =1l

On peut prolonger f par

|

o

o
L

continuité en écrivant f(a) = [. B Y
On note alors x
lim f(z) = 1 Ex : f (z) = 2% sin(100z)
T—a

qu'on regarde sur [—1,1].
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Limites finies [

Limite finie en 400 (ou —o0)

Soit f une fonction définie sur un domaine Dy C R.
f admet une limite finie [ € R en 400 si et seulement si

[
o
L

o Lorsque z — 400, f(z) — 1
Mathématiquement, ceci s'écrit
Ve > 0, da € R,
(z €la, +oo[= f(z) € [l — e, +€])
On note alors

1+exp(-x/20)sin(x)

o
o
L

lim f(z)=1

T—+00 .
Ex:f(z)=1+e¢ 20sinz
qu’on regarde sur [0, 150].
On dit que la droite d'équation y = [ est asymptote horizontale.
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Limites finies [

Continuité

Soit f une fonction définie sur un domaine Dy C R.

La fonction partie entiére

o f est continue en a € Dy si et 21 =
seulement si lim f(z) = f(a) 1 —
Tr—a —
o f est continue sur I C Dy si et o °
seulement si -1 —
Va € I, lim f(z) = f(a). 2] ——
r—a

-3 4+—

Exemple : z — E(z) est continue sur les intervalles
[n,n + 1[, n € Z, mais discontinue pour tout n € Z.
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Propriétés des fonctions continues

En général, prouver la continuité d'une fonction quelconque est
complexe. La plupart du temps, on utilise les propriétés sur la
continuité de fonctions usuelles dont on sait qu'elles sont continues.

(]

Somme de fonctions continues. Exemple z — % + 22

(]

Produit de fonctions continues. Exemple z +— %ez

sin z
cos T

(]

Quotient de fonctions continues. Exemple z — tanz =

Composition de fonctions continues. Exemple z — ¢o5(2)

(*]
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Limites infinies

Limite infinie en ¢~ (en a™)

Soit f une fonction définie sur un domaine Dy C R, et a € R.
f admet pour limite 400 a gauche en ¢ si et seulement si

o Lorsque z — a~, f(z) = o0 .
Mathématiquement, cette condition o
s'écrit 7 o
Yy > 0,36 >0,

(z €la— 6, a[= f(z) € [y, +o0) ]
On note alors =

T T T
-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0

lim f(z) = +o0
T—a— .
Ex: lim —— =4
. . ., . z—0~ T .
On dit que la droite d'équation x = a est asymptote verticale.
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Limites infinies

Limite infinie en a

Soit f une fonction définie sur un domaine Dy C R, et a € R.
f admet pour limite 400 en « si et seulement si

10
o lim f(z)= lim f(z)=+4o0 o
z—a~ z—at

On note alors 6

lim f(z) = 400 41

1 “]

Exemple : lim — = 400

-0 |z 0 : ‘ ‘
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Limites infinies

Limite infinie en +o00 (ou —o0)

Soit f une fonction définie sur un domaine Dy C R
f admet pour limite +00 en 400 si et seulement si

o f(z) — +oo lorsque T — +oo
Mathématiquement, cette condition
s'écrit
Yy >0, drp € R, %
(z € [0, +oo[= f(z) € [y, +o0])
On note alors

2000 4000 6000 8000 10000
I | I I |

0
|

wllﬁl_loof(ﬂf) = +00 0 20 4 60 8 100
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Limites infinies

Directions asymptotiques en +00 (ou —o0)

o Si ILm @ = 0 alors f admet une branche parabolique Oz.
o Si h_}m jLﬂU) = 400 alors f admet une branche parabolique
r—00 T
Oy.
e Si lim /(@) = [ € R" alors on regarde lim f(z) — lz.
r—o0 T T—00

o Si li_>m f(z) — lx = o0, alors f admet une branche

parabolique de pente [.
o Si lim f(z) —lz =m €R, alors f admet la droite

T—r00 )
y = lx + m comme asymptote oblique.
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Directions asymptotiques en +00 (ou —o0)

. . 3xz4z
Exemple : f: z — =2+

xEI—&I-loof(x) =t

101

xll}lloof(x) -

(x)

lim f(z)

1) _ 3 -zo’/\i
r—+oo g j
xEI:Itloof(x) —dr =2

o 5 4
La droite d'équation y = 3z — 2 est asymptote au graphe de la
fonction f en t+o0.
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Limites infinies

Méfiez-vous de vos calculatrices

Exemple : La fonction z — zsin(In(z)) n'admet pas de limite en
+00.

600
I

0
|

400
I
-20000
I

xsin(log(x))
200
|

xsin(log(x))
-40000

-60000

-80000

-200

t T T T T T t T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0e+00 2e+04 4e+04 6e+04 8e+04 1le+05
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Opérations sur les limites et formes indéterminées

. . . . . f .
lim f(z)  lim g(z) | lim(f +¢)(z) lim(fg)(z) lim E(w) lim g o f(z)
A#£0 w#0 A+ At 2 lim g(z)
M N zﬁ)\
A#0 0 A 0 F.l. &5 }eri‘g(:c)
A#0 +o0 +o0 +o0 0 lim g(z)
T
nw#0 I 0 0 lim g(x)
z—0
0 0 0 F.l. % lim g(z
z—0
+o0 +o00 F.I. 0 x 00 0 lim g(z)
z—0
+o0 w#0 +o0 +o0 +o0 1i1j1[r1 g(z)
T—>LT 00
+o0 0 +o0 Floxoo FlL &2 lim g(2)
+o0 +o0 F.lI. oo — 00 +o0 F.I. iﬂ lim g(z)
e z—+o00
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Opérations sur les limites et formes indéterminées

Formes indéterminées

A
0

yonl.fr/mathsv/ MathSV-B

818

100


http://spiral.univ-lyon1.fr/mathsv/

Limites
[e]e]e] Yolole}

Opérations sur les limites et formes indéterminées

A
F. 2

Soient f et g deux fonctions continues telles que li_r)n f)=X#0
T a

et lim g(z) =0
rT—a

On cherche lim (]—c) (z).

T—a g
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Opérations sur les limites et formes indéterminées

A
F. 2

Soient f et g deux fonctions continues telles que li_r)n f)=X#0
T a
et lim g(z) =0
T—ra

On cherche lim (]—c) (z).

T—a g

N . _ + . _ —
o Cas ou ;1_131 g(z) =07 ou ;1_I>nag(x) =0

Alors lim ]—c(x) = +o00
T—a g

Exemple : lim — = +o0.
z—=0 T
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Opérations sur les limites et formes indéterminées

A
F. 2

Soient f et g deux fonctions continues telles que li_r)n f)=X#0
T a

et lim g(z) =0

T—ra
On cherche lim (]—c) (z).

Tr—a g
N . o + . _ —
e Casou ;1_131 g(z) =07 ou ;1_I>nag(x) =0

Alors lim ]—c(x) = +o00
T—a g

Exemple : lim — = +o0.
3 z—=0 T
o Etudier les limites a gauche et a droite.

1
Exemple : lim — = —o0.
z—0- T
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Opérations sur les limites et formes indéterminées

A
F. 2

Soient f et g deux fonctions continues telles que li_r)n f)=X#0
T a

et lim g(z) =0
rT—a

On cherche lim (]—c) (z).

T—a g
N . _ + . _ —
o Cas ou ;1_% g(z) =07 ou il_rg g(z) =0

Alors lim ]—c(x) = +o00
T—a g

Exemple : lim — = +o0.
3 z—=0 T
o Etudier les limites a gauche et a droite.
o1
Exemple : lim — = —o0.
; z—0- T
o Eventuellement, limite non définie.

Exemple : lim

z—0 g sin (%)

n'existe pas.
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Opérations sur les limites et formes indéterminées

0
F.I 2

Soient f et g deux fonctions continues telles que lim f(z) =0 et
T—ra

lim g(z) =0
On cherche lim (]—C) (z).
T—a g
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Opérations sur les limites et formes indéterminées

0
F.I 2

Soient f et g deux fonctions continues telles que lim f(z) =0 et
T—ra

lim g(z) =0
On cherche lim (Ji) (z).
T—a g

o S'agit-il de la limite d'un taux d’accroissement ? (voir
dérivation)
cos(a) — cos(x)

Exemple : lim
T—a a—

= —sin(a)
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Limites
0000800

Opérations sur les limites et formes indéterminées

0
F.I 2

Soient f et g deux fonctions continues telles que lim f(z) =0 et
T—ra

lim g(z) =0
On cherche lim (Ji) (z).
T—a g

o S'agit-il de la limite d'un taux d’accroissement ? (voir
dérivation)
cos(a) — cos(x)

Exemple : lim = —sin(a)
z—a a—x

@ Dans le cas d'une fraction rationnelle, factoriser par (z — a) le
numérateur et le dénominateur.
-2 —r+1 . (z—=12(z+1)
= lim
2+ 1 —2 a—1 (z—1)(z + 2)

=0

Exemple : lim
z—1
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Limites
0000800

Opérations sur les limites et formes indéterminées

0
F.I 2

Soient f et g deux fonctions continues telles que lim f(z) =0 et
T—ra

lim g(z) =0
On cherche lim (Ji) (z).
T—a g

o S'agit-il de la limite d'un taux d’accroissement ? (voir
dérivation)
cos(a) — cos(x)

Exemple : lim = —sin(a)
z—a a—x

@ Dans le cas d'une fraction rationnelle, factoriser par (z — a) le
numérateur et le dénominateur.

-2 —r+1 . (z—=12(z+1)
2 tz-2 ool (z-1)(z+2)

o S'agit-il d'un cas de limite connue?

=0

Exemple : lim
z—1
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Limites
0000080

Opérations sur les limites et formes indéterminées

F.I.0 x o0

Soient f et h deux fonctions continues telles que li_r>n f(z)=0c¢et
li_r)n h(z) = £o0
On cherche li_1>n (fh)(x).

Ces cas sont similaires au précédent avec g(z) = 1/h(z)
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Limites
0000080

Opérations sur les limites et formes indéterminées

F.I.0 x o0

Soient f et h deux fonctions continues telles que li_r>n f(z)=0c¢et
li_r)n h(z) = £o0
On cherche li_1>n (fh)(x).

Ces cas sont similaires au précédent avec g(z) = 1/h(z)

o Limite d'un taux d'accroissement
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Limites
0000080

Opérations sur les limites et formes indéterminées

F.I.0 x o0

Soient f et h deux fonctions continues telles que li_r>n f(z)=0c¢et
li_r)n h(z) = £o0
On cherche li_1>n (fh)(x).

Ces cas sont similaires au précédent avec g(z) = 1/h(z)

o Limite d'un taux d'accroissement

o Simplification possible
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Limites
0000080

Opérations sur les limites et formes indéterminées

F.I.0 x o0

Soient f et h deux fonctions continues telles que li_r>n f(z)=0c¢et
li_r)n h(z) = £o0
On cherche li_1>n (fh)(x).

Ces cas sont similaires au précédent avec g(z) = 1/h(z)

o Limite d'un taux d'accroissement
o Simplification possible

o Cas de limite connue ? (Exemple : lin%)xlna:).
T—
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Limites
000000®

Opérations sur les limites et formes indéterminées

F.l.oo — 00

Soient f et g deux fonctions continues telles que ligl f(z) =400
T a
et lim g(z) = —o0
r—a
On cherche lim (f + g) (z).
Tr—a
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Limites
000000®

Opérations sur les limites et formes indéterminées

F.l.oo — 00

Soient f et g deux fonctions continues telles que ligl f(z) =400
T a
et lim g(z) = —o0
r—a
On cherche lim (f + g) (z).
Tr—a
o Simplification possible ?
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Limites
000000®

Opérations sur les limites et formes indéterminées

F.l.oo — 00

Soient f et g deux fonctions continues telles que ligl f(z) =400
T a

et lim g(z) = —o0

r—a
On cherche lim (f + g) (z).

Tr—a
o Simplification possible ?
o Quantité conjuguée
Exemple : lim (z —1— 22 —1).
T—r+00
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Limites
000000®

Opérations sur les limites et formes indéterminées

F.l.oo — 00

Soient f et g deux fonctions continues telles que ligl f(z) =400
T a

et lim g(z) = —o0

r—a
On cherche lim (f + g) (z).

Tr—a
o Simplification possible ?
o Quantité conjuguée
Exemple : lim (z —1— 22 —1).
T—r+00

r—1)2 V22 -1
a:—l—\/xQ—l:(
r—1++vVa2-1

—2x+2

2
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Limites

Limites connues

Plan détaillé

© Limites

o Limites connues
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Limites

Limites connues

Polynomes en 400

En +o0, les limites des polyndmes sont celles du terme de degré le

plus élevé.
Exemples :
o f(z)=22°+42? + Tz +1
. = . 5_
A (0) = [ 207 = oo
o f(z) = —22% — 42° 4+ 522 4 100
lim f(z)= lim —22% = —oc.
T—r+00 T—r+00
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Limites

Limites connues

Fractions rationnelles en +00

Une fraction rationnelle est un quotient de deux polynémes N (x)

N(z)
D(x). =
et D(x). /() = B33
Les limites en 00 dépendent des degrés de N et D.

o N est de plus haut degré que D = lim = +oo
T—r00
5+ 1

Exemple : — —00
T*+ xr r—>—00
o N est de plus petit degré que D = lim = 0t
T—00
g

Exemple : —
P 9+ 1 25—
o N et D sont de méme degré = lim = [ ol [ est le rapport
T—00
des coef. des termes de plus haut degré.
425 + 24 4 322
Exemple : = 5 — —4
—2° + 62+ +1ax——0c0
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Limites

Limites connues

Produits d'exponentielle

lim e*=4ocoet lim e* =0
r——+00 T——00

. —pk

lim 2z'e " =0
T——+00

On rappelle que
o VA>0,Vu >0,

M

0o VA>0,¥Yu >0, lim =400

T—+00 a';)‘
“C’est I'exponentielle qui I'emporte”.
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Limites

Limites connues

Produits de logarithme

Iim Inz =+occet lim Inz = —c
T—+00 z—0t+

o VA>0,Vu >0, limz*lnzt =0
z—0

On rappelle que

1 14
0 YA> 0,71 >0, lim — —
r—+00 I
A

:+OO

o VA>0,Vu >0, lim
z—+oo In zH

“C'est le z* qui I'emporte”.
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Limites

Limites par comparaison

Plan détaillé

© Limites

@ Limites par comparaison
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Limites

feY To}
Limites par comparaison

Minoration / Majoration par une fonction — 400

o S'il existe une fonction ¢ et un réel A tel que
Ve > A, f(z) > g(z) et lim g(z) = +o0, alors
T—+00
lim f(z) =400

r—r-+00

o S'il existe une fonction g et un réel A tel que

Ve > A, f(z) < g(z) et Erjra g(z) = —o0, alors
e () =m0
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Limites

Limites par comparaison

Théoreme “des gendarmes”

o S'il existe deux fonctions g et h, et un réel A tel que
Ve > A, g(z) < f(z) < h(z) et

xll)riloog(x) = xEI—il:loo h(z) =1, alors zll}rfoof(x) =1

o S'il existe une fonctions g et un réel A tel que
Ve > A, |f(x) = 1| < g(z) et EIJI: g(z) =0, alors
lim f(z)=1

T—+00
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Dérivation
[ Jele}

Taux d’acroissement local et dérivabilité
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@ Dérivation
@ Taux d'acroissement local et dérivabilité
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Dérivation
oeo

Taux d’acroissement local et dérivabilité

Dérivabilité

Soit f : Dy — R une fonction réelle d'une variable réelle, z € Dy

et e € R.
Le taux d'accroissement de f
entre x et x + € est

Ay flz+e)—[f(2)
A,  r4e—z

Ay
SidleR, ——>l alors [ est o |

appelé’ nombre derlve de la

00

fonction f en z". 0 a5 10 15 20

On note .

(%) = Tim flet+e)=f(z) _,  Onditque f est dérivable sur I
e—0 5 si Vz € I elle admet un f/(z).
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Dérivation
[e]e] J

Taux d’acroissement local et dérivabilité

Equation de la tangente

Soit f : Dy — R une fonction réelle d'une variable réelle dérivable
en 7y € Dy.

L'équation de la tangente a la
courbe représentative de la S
fonction f en xg est :

y = f(20) + (z — 20) x f'(w)

Exemple : La tangente ala
courbe de f: =+ J: en 19 =1
a pour équation
yZ%-I-lx(x—l):x—%. f f ‘ f f

*2[2
15

1.0

05
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Dérivation
[ ]

Opérations sur les dérivées

Plan détaillé

@ Dérivation

o Opérations sur les dérivées
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Dérivation
oce

Opérations sur les dérivées

Opérations sur les dérivées

f et g sont deux fonctions continues et dérivables, A € R
A = Af
(f+9)'= f'+d

(fg) = flg+fd

(J_‘)' _ fa- 1
g 9

(fog)=g x(fog)
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Dérivation
@0000

Dérivées usuelles
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0 Dérivation

o Dérivées usuelles
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Dérivation
0®000
Dérivées usuelles

Dérivées usuelles

o f(z)=Fkouk€eR, f'(z)=0

o f(z) =1%ol a €RY, f'(z) = az®!
a=1 f($)=$=>f’(x):11
O S Rt
i=3  J@=vEs L) =g
“= f(I)ZW:f’(a;):m
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Dérivation
[e]e] le]e}

Dérivées usuelles

Dérivées usuelles
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Dérivation
[e]e]e] lo}

Dérivées usuelles

Fonctions trigonométriques

f(z)=sinz = f'(z) =cosz
f(z)=cosz = f'(z)=—sinz

f(z) =tanz = f'(z) = 00512 "

f(z) =arcsinz = f'(z) = ﬁ
1
1

f(z) = arccosz = f'(z) = T
— T

14 22

f(z) = arctanz = f'(z) =
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Dérivation
[e]e]e]e] ]

Dérivées usuelles

Exemple de démonstration

On note Vz € [—%, 3], f(z) = arcsin(sinz) = z, et on calcule
f'(z)
f'(z) = sin’(z) arcsin’(sin z)
= cos(z) arcsin’(sin z)

=1

On pose t = sinz = cosx = /1 — t2. On obtient alors

1
VA= t2) arcsin’(t) < arcsin’(t) = ——
( ) W=
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Dérivation

Propriétés diverses

Plan détaillé

0 Dérivation

o Propriétés diverses
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Dérivation

Propriétés diverses

Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue sur un

intervalle [a, b], tel que sl
f(la, b)) = [c, d].
Vy € [c, d], Fz € [, b], f(2) = y.
Exemple : f : z +— ze® sur 'intervalle i
[0,1], existe-t-il z € [0, 1] tel que R
flz)=17 :
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Dérivation

Propriétés diverses

Théoreme de Rolle

Soit f une fonction

@ continue sur un intervalle [a, b], :
o dérivable sur [a, b], g
o telle que f(a) = f(b), .l

X1

alors 3z €]a, b[, f'(z) = 0.
Exemple : f : 2 — z(1 — z)e” sur [0, 1].
Il existe = €]0, 1] tel que f'(z) = 0. ' o

0.0 02 0.4 06 08 10
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Dérivation

Propriétés diverses

Théoréme des accroissements finis

Soit f une fonction
@ continue sur un intervalle [a, b], -

o dérivable sur [a, b], “ >\
alors 3z € |a, b],f’(g;):f(b)_f(a)_ Hi

—a .

Exemple : f: 2 — xsinz sur [0, 37”]
Il existe = € ]0, 32 [ tel que f'(z) = —1.

http://spiral.univ-1lyonl.fr/mathsv/ MathSV-B


http://spiral.univ-lyon1.fr/mathsv/

Dérivation
000000

Dérivée et variation
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@ Dérivation

o Dérivée et variation
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Dérivation
0@0000

Dérivée et variation

Variation

Soit f une fonction dérivable sur I.

Veel, f'(z) =0

v

f est croissante sur I

Exemple : z — 23

0.0

(z+¢€)3 — 23

/ .
z) = lim o
fi(z) = lim . ‘
234322 + 32+ 3 — 23 e
= hm 71‘,0 79‘5 00 0‘5 1‘0
e—0 £

= lim (322 + 3ze + &%)
e—0

=322>0
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Dérivation
[e]e] lelele]

Dérivée et variation

Extremum local

Soient a € R et f une fonction continue - —
dérivable sur un voisinage de a, telle que
f’ s'annule en changeant de signe en a.
Alors f possede un extremum local en a.
Exemple : ol
f(z)=1-22 = f(z) = —22

-10 -05 00 05 10
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Dérivation
[e]e]e] lele]

Dérivée et variation

Concavité / Convexité

Soit f une fonction dérivable deux fois

sur I.
Sivz eI, f(x) > 0, alors la courbe
représentative de f est convexe sur I. L]

Exemple : f : z > 22
Moyen mnémotechnique : conVexe

05
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Dérivation
[e]e]e]e] Je]

Dérivée et variation

Concavité / Convexité

Soit f une fonction dérivable deux fois =
sur I. 2|
Sivz eI, f’(z) <0, alors la courbe
représentative de f est concave sur I.
Exemple : f: 2+ 1 — 22

Moyen mnémotechnique : concAve

-10
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Dérivation
[e]e]e]e]e] ]

Dérivée et variation

Points d'inflexion

Soit f une fonction dérivable deux fois
sur un voisinage de a € R.

Si f” s’annule et change de signe en a,
alors la courbe représentative de f
présente un point d’'inflexion en a.
Exemple :

fz)=z+23 = f"(z) =62 7

y=x+x*

-10 -05 00 05 10
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Dérivation

tableau de variations
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@ tableau de variations
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Dérivation

tableau de variations

Un exemple

La concentration de dioxygene (en mg/L) dans I'eau d'un sac de
transport de poissons vivants vérifie :
C(t) =10+2(1 — e~ ) — 0.1t (pour t > 0).

C'(t) =2et—0.1.

'

0.1
C'(t) >0& —t >1n7 &t <In20
‘////Zfl’”f”\‘%\}\‘ _‘

lim e '=0

t——+o0 : _ ‘ :
lim —0.1f = —oo [ = o C)=—00 * \
t——+o00 & \
La fonction C(t) admet la droite y = —0.1¢ comme asymptote

oblique en +o0.
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Dérivation

tableau de variations

Un exemple

C(t)=10+2(1 — e %) — 0.1t (pour t > 0).

t 0 In 20 oo )
C'(t) + 0 - )
~ 11.6 .

C(t) s N\ .
10 —00 .

Conclusions : limites du modéle. . .
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