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Partie 1 : Tomographie par émission de positons

La tomographie par émission de positons (TEP) est un examen médical qui permet de visua-
liser en trois dimensions l’activité métabolique d’un organe. Cet examen nécessite l’injection

préalable d’un traceur radioactif émettant des positons. La demi-vie du traceur radioactif étant
relativement courte, celui-ci est souvent produit sur place par le service de médecine nucléaire de
l’hôpital. Un patient se présente pour une TEP de l’encéphale. Au temps t = 0 on lui injecte
rapidement par voie intraveineuse une quantité q0 de traceur radioactif. On note q(t) la quantité
totale de traceur encore radioactif dans le corps du patient. Cette quantité évolue selon l’équation :

q′(t) = −µq(t) où µ ∈ R∗+ (1)

Question 1 À quel type appartient l’équation ci-dessus ?
C’est une équation différentielle d’ordre 2, non-linéaire, à coefficients constants.
C’est une équation différentielle d’ordre 2, linéaire, à coefficients constants.
C’est une équation différentielle d’ordre 1, non-linéaire, à coefficients constants.
C’est une équation différentielle d’ordre 1, linéaire, à coefficients constants.

Question 2 Quelle est la forme des solutions de l’équation (1) ?

q(t) = eµt + C q(t) = Ceµt q(t) = Ce−µt q(t) = e−µt + C

où C est une constante réelle.

Question 3 Au début de l’examen médical q(0) = q0. Qu’en concluez-vous ?

C = −q0 µ = ln(q0) µ = − ln(q0) C = q0
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On note y(t) (respectivement z(t)) la concentration du traceur dans le sang (respectivement, dans
l’encéphale). Le volume sanguin (en litres) est noté α et on admet que le volume de l’encéphale est
de 1 L. À chaque instant, les concentrations y(t) et z(t) sont liées par l’équation

αy(t) + z(t) = q(t), (2)

où q(t) est la quantité totale de traceur radioactif dans le corps, solution de l’équation (1) que vous
avez obtenue aux questions 1 et 2.
La concentration du traceur dans le sang vérifie l’équation suivante :

y′(t) = −µ y(t)− λ(y(t)− z(t)) (3)

En isolant z(t) dans l’équation 2 et en injectant sa valeur dans l’équation 3 on obtient l’équation
suivante pour la concentration du traceur dans le sang y(t) :

y′(t) + (µ+ λ(1 + α)) y(t)− λq(t) = 0, (4)

où q(t) est la quantité totale de traceur radioactif dans l’organisme au temps t que vous avez
trouvée aux questions 2 et 3.
Question 4 Donnez la forme des solutions de l’équation (4).

y(t) = yasm(t) + ypart(t)
y(t) = yssm(t) + q(t)

y(t) = yssm(t) + ypart(t)
y(t) = yasm(t) + q(t)

Où yssm (respectivement yasm) est une solution de l’équation sans second membre (respectivement
avec second membre) associée à l’équation (4), et ypart une solution particulière de l’équation (4).

Question 5 Pour résoudre l’équation sans second membre associée à l’équation (4), on passe
par l’étape suivante : dy

y = − (µ+ λ(1 + α)) dt. Comment qualifie-t-on une équation différentielle
qui s’intègre de cette façon ?

C’est une équation différentielle ordinaire.
C’est une équation différentielle à variables séparables.
C’est une équation différentielle intégrable.
C’est une équation différentielle homogène.

Pour la suite de ce sujet, on utilisera les valeurs numériques suivantes pour les paramètres : µ = 1,
λ = 1, α = 4. L’équation (4) devient

y′(t) + 6y(t) = q0e
−t (5)

Question 6 Parmi les fonctions suivantes, laquelle est une solution particulière de l’équation
(5) ?

yp2(t) = q0
5 e

t. yp4(t) = q0
7 e

t. yp1(t) = q0
5 e
−t. yp3(t) = q0

7 e
−t.

Question 7 Parmi les propositions suivantes, laquelle correspond à la forme des solutions de
l’équation sans second membre associée à l’équation 5 ?

ys1(t) = Ce−6t, où C ∈ R.
ys2(t) = Ce6t, où C ∈ R.

ys3(t) = C + e−6t, où C ∈ R.
ys4(t) = C + e6t, où C ∈ R.

Finalement, c’est la concentration z(t) du traceur radioactif dans l’encéphale qui doit être consi-
dérée. Avec les valeurs numériques utilisées précédemment, on obtient l’expression suivante pour
z(t) :

z(t) = q0

5
(
e−t − e−6t) . (6)

Question 8 Que vaut z′(t) ?

z′(t) = q0
5
(
e−t − 6e−6t).

z′(t) = q0
5
(
e−t − e−6t). z′(t) = q0

5
(
6e−6t − e−t

)
.

z′(t) = e−t − 6e−6t.
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Question 9 Pour quelle valeur de t z(t) admet-elle un extremum local ?

Pour t = ln 5
6 . Pour t = ln 6

ln 5 . Pour t = ln 6
5 . Pour t = 5

ln 6 .

Question 10 Quelle valeur la concentration dans l’encéphale z(t) atteint-elle pour cet extre-
mum?

0.0123× q0 0.1165× q0 0.1129× q0 0.0654× q0

Question 11 Que vaut lim
t→+∞

z(t) ?

2q0
5 +∞ 0 −∞

Le tableau ci-dessous donne les valeurs prédites de z(t), sa dérivée z′(t) et une primitive de z(t),
chaque demi-heure de 0 à 2h.

t t = 0 t = 1
2 t = 1 t = 3

2 t = 2
z(t) 0.0 0.1113× q0 0.0731× q0 0.0446× q0 0.0271× q0
z′(t) q0 −0.0616× q0 −0.0706× q0 −0.0445× q0 −0.0271× q0∫
z(t)dt 0.8333× q0 0.8804× q0 0.9265× q0 0.9554× q0 0.9729× q0

Question 12 Quelle est la valeur moyenne de la concentration du traceur dans l’encéphale
entre le début de l’examen (t = 1

2 ) et la fin de l’examen (t = 2) ?

1.1421× q0 0.0640× q0 0.0617× q0 0.0925× q0

Question 13 Pour que la TEP donne des résultats exploitables, il faut que la concentration
moyenne de traceur dans l’encéphale de t = 1

2 à t = 2 soit supérieure à 0.5 unités. En outre, pour
la santé du patient, il convient que la concentration dans l’encéphale ne dépasse jamais une unité.
Quelle dose convient-il d’injecter au patient pour que la TEP donne des résultats exploitables sans
compromettre la santé du patient ?

7 7.5 8 8.5 9 9.5 10

Partie 2 : variabilité de la couleur des fleurs

La balsamine des jardins (Impatiens balsamina L.) est une plante à fleurs de la famille des
balsaminacées originaire d’Inde et importée en Europe au XVIe siècle. C’est une plante an-

nuelle dont la floraison a lieu en été et à l’automne. La couleur de la fleur varie du blanc au
rose et pourpre. Elle a été utilisée pour fabriquer du baume (d’où le nom de balsamine). Des
études pharmacologiques modernes ont démontré ses propriétés antifongiques, antibactériennes et
antitumorales.

À partir d’un échantillonnage aléatoire simple d’une population de cette espèce de plante, un
croisement a été réalisé entre des individus à fleurs blanches et des individus à fleurs pourpres.

À la première génération, les fleurs étaient toutes pourpres. À la seconde génération, on a obtenu
quatre catégories de couleurs : P = pourpre (nP = 1790), R = rose (nR = 547), BL = blanc lavande
(nBL = 548) et B = blanc (nB = 213) avec n∗, la taille de chacun des groupes dans l’échantillon.
D’après la loi d’hérédité mendélienne, on s’attend à obtenir théoriquement au niveau populationnel
les proportions suivantes des différents phénotypes : 9

16 de P, 3
16 de R, 3

16 de BL et 1
16 de B.

Question 14 Comment formuler l’hypothèse nulle H0 ? La répartition des phénotypes :
est conforme au modèle mendélien et l’on ne connait pas la loi que suit la statistique du test
sous H0

est conforme au modèle mendélien et l’on connait la loi que suit la statistique du test sous
H0

n’est pas conforme au modèle mendélien et l’on ne connait pas la loi que suit la statistique
du test sous l’hypothèse alternative H1

n’est pas conforme au modèle mendélien et l’on connait la loi que suit la statistique du test
sous l’hypothèse alternative H1
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Question 15 On observe que les effectifs attendus sous H0 sont tous différents des effectifs
observés dans l’échantillon. Qu’en déduisez-vous ?

Je peux déduire que la répartition des phénotypes n’est pas conforme au modèle mendélien
Je ne peux rien en déduire car il n’y a pas de fluctuation (=erreur) d’échantillonnage
Je ne peux rien en déduire car il existe la fluctuation (=erreur) d’échantillonnage
Je peux déduire que la répartition des phénotypes est conforme au modèle mendélien à cause
de la fluctuation (=erreur) d’échantillonnage

Question 16 Quel test proposez-vous pour inférer si dans la population étudiée de balsamines,
la répartition des différents phénotypes est conforme à celle attendue selon la loi de Mendel ?

Un test du χ2 d’ajustement/conformité de distribution d’effectifs
Un test d’égalité de deux moyennes
Un test de conformité de moyenne
Un intervalle de confiance de moyenne

Question 17 Quelles sont les conditions d’application du test proposé ?
Échantillonnage aléatoire simple, les effectifs théoriques suivent une loi normale, effectif total
supérieur à 50
Les effectifs suivent une loi normale et les variances théoriques sont égales
Échantillonnage aléatoire simple, les variances théoriques sont égales, effectif total supérieur
à 50
Échantillonnage aléatoire simple, effectifs théoriques supérieurs ou égaux à 5, effectif total
supérieur à 50

Question 18 Que se passe-t-il si les conditions d’application du test ne sont pas respectées ?
Sous H0 , la statistique du test suit exactement la loi théorique indiquée
Sous H0 , la statistique du test ne suit plus exactement voire pas du tout la loi théorique
indiquée
Sous H1 , la loi que suit la statistique du test est la même que celle suivie sous H0

Sous H1, la statistique du test suit exactement la loi théorique indiquée

Question 19 Quelle est approximativement la valeur observée de la statistique du test à
utiliser en fixant un risque α de 5 % (ensemble des calculs à réaliser) ?

9,49 7,06 7,81 0,05

Question 20 Quelle est la formulation exacte ?
Les variances théoriques des différentes modalités ont dû être estimées
Les moyennes théoriques des différentes modalités ont dû être estimées
Les fréquences théoriques des différents phénotypes ont dû être estimées
Aucun paramètre n’a dû être estimé pour calculer les effectifs attendus sous H0

Question 21 Quelle est approximativement la valeur seuil/théorique de la statistique du test
à utiliser en fixant un risque α de 5 %?

7,06 0,05 9,49 7,81

Question 22 Quelle est la bonne conclusion statistique ?
Rejet de H0 avec un risque β connu
Rejet de H0 avec un risque α connu
Acceptation de H0/non rejet de H0 avec un risque α inconnu
Acceptation de H0/non rejet de H0 avec un risque β inconnu
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Question 23 Quelle est la bonne formulation ? La fluctuation (erreur) d’échantillonnage :
ne pourrait pas expliquer, à elle seule, les différences entre les valeurs des effectifs observés
et des effectifs théoriques attendus sous H0 car la puissance du test est égale à 1-α=0,95
pourrait expliquer, à elle seule, les différences entre les valeurs des effectifs observés et des
effectifs théoriques et il faudrait vérifier la puissance du test
n’est pas à considérer ici
pourrait expliquer, à elle seule, les différences entre les valeurs des effectifs observés et des
effectifs théoriques attendus sous H1 car la puissance du test est égale à α=0,05

Question 24 Quelle est la bonne conclusion biologique ? À partir de cette expérience :
on peut conclure avec confiance que la répartition des phénotypes ne suit pas la loi de Mendel
car β est connu
on peut conclure avec confiance que la répartition des phénotypes suit la loi de Mendel car
α est connu
on peut conclure avec confiance que la répartition des phénotypes ne suit pas la loi de Mendel
car α est connu
on ne peut ni conclure avec confiance que la répartition des phénotypes suit la loi de Mendel,
ni savoir si le test manquait de puissance pour détecter H1 vraie car β est inconnu

Partie 3 : champignons pathogènes et test de dépistage

La balsamine est peu sensible aux maladies mais dans la population étudiée, il a été identifié un
champignon pathogène qui peut infecter la plante. Quand le champignon est bien développé,

il est difficile de sauver la plante. On a donc cherché à mettre au point un test de dépistage précoce
de la présence de ce champignon. Supposons que :

1o 2 % des plantes de la population étudiée sont infectées par le champignon ;

2o le test utilisé permet de détecter le champignon (i.e. test positif) quand il est effectivement
présent chez la plante avec 95 % de certitude ;

3o le test permet de détecter un individu sain (i.e. test négatif) quand le champignon est effec-
tivement absent chez la plante avec 96 % de certitude.

Question 25 Quel(le) théorème/formule dois-je utiliser pour connaître la probabilité qu’un
individu plante prélevé au hasard dans cette population qui présente un test positif soit infecté par
le champignon ?

Des événements
De Gauss

De Bayes
Des grands nombres

Question 26 Si une plante a été testée positive, quelle est la probabilité qu’elle soit réellement
infectée par le champignon ?

0,96 0,007 0,95 0,33

Quand la plante n’est pas infectée par le champignon, sa fécondité moyenne (nombre moyen de
graines produites) ainsi que la variance du nombre de graines peuvent être estimées à partir

des données suivantes qui ont été obtenues à l’aide d’un échantillonnage aléatoire simple (taille de
l’échantillon : n = 35) d’une population de plantes saines (lot témoin) :

n∑
i=1

xi = 17 850 et
n∑

i=1

x2
i = 10 505 003
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Question 27 Quelles sont les valeurs de l’estimation de la fécondité moyenne et de l’estimation
de la variance du nombre de graines produites de la population étudiée ?

x̄ = 510 fleurs ; ŝ2 = 41220,68 fleurs au carré
µ = 510 graines ; σ̂2 = 40042,94 graines au carré
x̄ = 510 graines ; s2 = 40042,94 graines au carré
µ̂ = 510 graines ; σ̂2 = 41220,68 graines au carré

On aimerait savoir si la fécondité moyenne diffère entre la population témoin d’individus
sains étudiée ci-dessus et une population d’individus infectés par le champignon (population

« traitée »). On dispose déjà des données de l’échantillon prélevé de la population témoin, (cf.
ci-dessus). À partir d’un échantillon aléatoire simple (n = 35) prélevé dans une population de
balsamines infectées par le champignon on a obtenu x̄ = 360 et s2 = 4123,60. On a contrôlé
expérimentalement l’infection (lot traité) ou non (lot témoin) des individus. Les individus utilisés
dans les deux lots sont tous différents et leur affectation à un lot a été réalisée aléatoirement.
Les autres facteurs environnementaux (température, humidité, etc.) susceptibles d’influencer la
fécondité moyenne des plantes ont été standardisés.
Question 28 Concernant le test à réaliser, quelle est la bonne formulation ? L’homoscédasticité
et la normalité du nombre de graines produites par individu-plante :

sont indispensables à vérifier et la statistique du test ne suit pas une loi de Student sous
H0

ne sont pas indispensables à vérifier et on peut utiliser une approximation par la loi normale
centrée réduite lors de la réalisation du test
ne sont pas indispensables à vérifier mais on ne peut pas utiliser une approximation par la
loi normale centrée réduite lors de la réalisation du test
ne sont pas indispensables à vérifier mais on doit absolument utiliser une approximation par
la loi de Student lors de la réalisation du test

Question 29 La valeur observée de la statistique du test à utiliser (non indiquée ici) est
considérée comme une valeur extrême sous H0 (elle est très supérieure à la valeur seuil). Quelle est
la bonne formulation ? La valeur de la statistique observée est :

très peu compatible avec H0 vraie, la présence du champignon influence certainement la
fécondité moyenne de la plante
très peu compatible avec H0 vraie, la présence du champignon n’influence certainement pas
la fécondité moyenne de la plante
très compatible avec H0 vraie, la présence du champignon n’influence certainement pas la
fécondité moyenne de la plante
très compatible avec H0 vraie, la présence du champignon influence certainement la fécondité
moyenne de la plante

- Fin du sujet -


